Capitulo

5)

Dinamica de los Modelos Cosmolégicos

La discusion precedente se apoya en la “cinematica” de los modelos de Robertson-Walker. En
este capitulo veremos cémo el comportamiento del factor de escala R (t) estd gobernado por las
ecuaciones dinamicas de Einstein, dependiendo del contenido material que supongamos.
Relatividad General en Breve

La descripcién local del contenido de materia en relatividad, se lleva a cabo mediante el tensor de
energia-impulso Ty, que sirve de fuente a las ecuaciones de Einstein

1
Ry — EgabR = 81GT)y, (5.1)

donde como antes, R, es el tensor de Ricci y R es la curvatura escalar del espaciotiempo con
métrica gq,. Las identidades de Bianchi obligan a que el tensor de energia-impulso satisfaga las
ecuaciones de balance

T% =0 (5.2)

Veremos qué consecuencias tienen estas ecuaciones, primero en una métrica general y luego para la
métrica de Robertson-Walker. Supondremos que 7% corresponde a un fluido perfecto con densidad
y presion propia denotada por p y p respectivamente, es decir

Tab — puaub +phab
Usando esta expresion, la ecuacion 5.2 se convierte en:
pybu“ub +p (uab) +psh™ +p (g“b + uau?b> =0

recordando las expresiones para la aceleracién y la expansiéon del fluido, reescribimos esta ecuacién
como

pu’ + (p+p) Ou’ + (p+p) i® + pph™ =0

Proyectando esta relacién en la direccién u® (es decir uaT;“,f = 0) encontramos la ecuacion de
balance de la energia:
p+(p+p)©=0 (5.3)

Similarmente, proyectando ahora sobre la hipersuperficie espacial h,™T “;b = 0, resulta
(p+p)u™ = —h""p, (5.4)

que es la ecuacion de balance del momentum.
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36 Héctor Rago A.

Definamos ahora el vector densidad de niimero de particulas, como
N = nu® (5.5)

donde n = N%u, es la densidad de nimero de particulas. Si el nimero de particulas se conserva
entonces N, = 0, es decir
n+0n=>0 (5.6)

Volvamos ahora a la métrica de Robertson-Walker. Respecto de un observador fundamental con
coordenadas comdviles, es claro que la componente N = n es un escalar al igual que 7%. Las
componentes N® y T son trivectores y T es un 3-tensor de segundo rango. Como hemos visto,
en un espacio maximamente simétrico los escalares no dependen de x®, los vectores nulos y los
tensores de segundo rango proporcionales a la tri-métrica, por tanto,

N°=n(t) esdecir dyn =0
N*=T=0 esdecir Oup=0
Top=p({t)hag esdecir 0up =0

en otras palabras, la densidad de ntimero, la densidad de energia y la presion no pueden depender
de las variables espaciales, sino inicamente de ¢t. Observe que de la ecuacién 5.4 concluimos que
u™ = 0, es decir las curvas integrales de u® son geodésicas de Robertson-Walker, como debe ser.
Ecuacion de Raychaudhuri

Con los elementos que tenemos a mano podemos obtener una ecuacién que gobierna la evolucion
temporal de la expansién. Tal ecuacion recibe el nombre de ecuacion de Raychaudhuri y estd dada
por

|
@+§@2+202 — 2w* — 4, + 471G (p+ 3p) = 0 (5.7)
Derivemos a continuacion la ecuaciéon de Raychaudhari. Comencemos por la definicién del tensor
de Riemann
U’?bc - u?cb - R?chun

contrayendo a y b y proyectando en la direccion de u° :

(Ul — uly)u® = —Rpcu"u’ (5.8)

5 a

donde usamos la definicion del tensor de Ricci R, = —R* Notemos que el primer término a la

izquierda es la densidad temporal de la expansion u“, ,.u¢ = © Consideremos el segundo término a

nca’

la izquierda:

ulht’ = (uHu);e — u®

;0a

- a am bn
U ;a_g g um;bun;a

recordando la expresién para la derivada de la cuadrivelocidad ecuacién (4.13), tomando en cuenta
que w*u, = 0" u, = h*"u, = 0y que el producto de un tensor simétrico por uno antisimétrico es
nulo, obtenemos

. 1 1
ufbaub =4, — w"Wan — 0" Ope — §@han§@hna
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Dindmica de los Modelos Cosmoldgicos 37

usando la antisimetria de w, que la traza de h, hy,h*" = 3 y recordando las definiciones de w y o,
podemos reescribir el lado izquierdo de 5.8 como

1
(s — Sy, ) ub = O + 167 +2 (0 - w?) -1, (5.9)
Consideremos el lado derecho escribiendo las ecuaciones de Einstein
1
R — 5g“’)R = 8rGT™ (5.10)
y tomando la traza, obteniendo
—R=81GT
donde 7" = T, es la traza del tensor de energia-impulso. Reinsertando esta ecuacion en las

ecuaciones de Einstein, ellas se pueden reescribir como
1
Rab =& (Tab — igabT> (511)
Si suponemos para T, la forma de un fluido perfecto
Tab = PUgUc +phab ) T = 3p - p

entonces:
R,cu"u® = 47G(p + 3p)

Combinando este resultado con 5.9 y sustituyendo en 5.8, obtenemos finalmente
. 1
0 + 56)2 +20% — 2w — 0!, + 47G(p+3p) = 0

En un universo de Robertson-Walker hemos visto que u* = ¢ = w = 0, de modo que la ecuacién
de Raychaudhuri resulta

L1
O+ 362 +47G(p+3p) =0 (5.12)

5.1 Modelos de Friedmann

En lo que sigue, explotaremos las consecuencias de las ecuaciones de Einstein explicitamente. La
idea es considerar las ecuaciones

1
Rab - igabR = 87TGTab

para la métrica de Robertson-Walker. Un calculo sencillo permite obtener los componentes del
tensor de Ricci:

R
RQO == _BE

ROi == O

Rag = — (RR+ 2R+ 2k) hag
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38 Héctor Rago A.

El contenido material esta representado por un tensor de energia-impulso con la forma de un fluido
perfecto

Tar = (p + p)uaty + Pgap con u® = 04§

Con estos elementos a mano, construimos las ecuaciones de Einstein no triviales: (paraay b= 0,0
y 1,2) son

R k&G

o T 1

7 + 7 5 P (5.13)
R R k

La ecuaciéon 5.13 es conocida como ecuacién de Friedmann. De la ley de balance T“’;b =0
obtenemos para a = 0
dp

R?’% — % [R?’(pjtp)} =0 (5.15)

Esta ecuacion no es independiente de las ecuaciones de campo 5.13 y 5.14 y nos permite prescindir
de esta ultima. Por otra parte, dada una ecuacién de estado, es decir una relacion entre p y p,
junto con 5.13 obtenemos dos ecuaciones para las dos incégnitas p y R(t). De las ecuaciones de
campo podemos eliminar R? y obtener

T ) (5.16)
Si el término p 4 3p > 0 como suele suceder para la materia ordinaria, entonces la aceleracion del
factor de escala es negativa. Como R>0 (observamos expansién, no contraccién) significa que la
curva R vs. t es cdéncava hacia abajo, y por tanto debe existir un ¢ finito para el cual R (¢) = 0.
Este tiempo lo elegiremos como t = 0, y por tanto R (0) = 0. Como R (t) escala las distancias,
todo par de puntos separados por una distancia coordenada finita hoy, estaban “juntos” en t = 0.
Por ello se asocia t = 0 con la “creacién del universo”. Observemos que el inverso del pardmetro de
Hubble, H, ! da una cota maxima para la edad del universo: si no hubiese materia gravitante y

. t
por tanto no hubiese aceleracién del factor de escala, R = 0, entonces R (t) = t_R (to). Derivando
0

R(t 1 -
(to) e Ho_l. En realidad como R <0, ty< Ho_l-
R(ty) to

5.2 Analisis Cualitativo

Escribamos la ecuacion de conservacién de la energia 5.15 como

d(pR?)

= —3pR? 5.17
TR D (5.17)

Si p es no negativo, p debe decrecer al menos como R~3. De la ecuacién de Friedmann R? + k =
8tG

—— pR? podemos ver que si

3
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Dindmica de los Modelos Cosmoldgicos 39

e k=—1, k=0 R?siempre serd positivo, luego R (t) crecera todo el tiempo.

o k = +1, R? = %p}? — 1, de modo que en algin instante R = 0, es decir, la
expansién se detendrd. Como R < 0, R(t) comenzard a decrecer y alcanzard el valor
R = 0 en un tiempo finito en el futuro. De modo que la evolucién futura del universo
dependera de la geometria de su seccion espacial.

Densidad y Presion Hoy
Evaluemos las ecuaciones de campo 5.13 y 5.14 en el tiempo presente, t =t :

3 k
k 2
—87TG]?0 = ﬁ + HO (1 — 2q0) (519)
0

De 5.18 es claro que k es positivo, nulo o negativo, dependiendo de que pg sea mayor, igual o menor
respectivamente que una densidad critica definida.

_ 3H,?
pcmt - 87TG

(5.20)

Es usual definir el pardmetro adimensional Q¢ = po/perie- Si 29 > 1, k =1y la geometria espacial
es esférica. Si 2 < 1, k = —1 y la geometria espacial es hiperbdlica. Finalmente g = 1 significa
que las secciones espaciales son euclideanas.

5.3 Universo Dominado por la Materia

Las estimaciones de las densidades de materia y de radiacién actualmente sugieren que (pmat/prad)q =
103, es decir que la dindmica del universo estarfa dominado por la materia. Ademds es sugestivo
considerar como buena aproximacion, el caso p = 0 (polvo). Las ecuaciones de Einstein resultan

. 81rG
R+k= %p}? (5.21)
RR +2R? + 2k = 4nGpR? (5.22)
mientras que la identidad de Bianchi se reduce a

(o) =0 (5.23)

Esta tltima ecuacién se integra obteniendo

% = (%)3 (5.24)

Sustituyendo en la ecuaciéon de Friedmann, resulta
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40 Héctor Rago A.

. 8rG RS

R4k=—p—= 5.25
Por otra parte, evaluaremos las ecuaciones 5.21 y 5.22 en el instante actual ¢y, después de dividir
por R y hacer algunos cambios, obtenemos

k

i H,? (2q0 — 1) (5.26)
8tG
Tpo = 2q0H02 (527)

Estas relaciones vinculan los diversos parametros observacionales para el caso de un universo
dominado por la materia. En particular note que el universo es de seccién espacial esférica,
euclidea o hiperbdlica, dependiendo si gg es mayor, igual o menor que 1/2, respectivamente; (es
decir, note que para este caso 2qg = §2o.)

Volvamos a la ecuacién 5.25, dividdmosla por R y usemos 5.26 y 5.27 para ponerla en la forma

. 2
R R
() =0 200 2wt

definiendo una variable adimensional x = Ry/R, despejando dt e integrando, obtenemos:

1 [R/Ro 2401~ Y/?
t=— 1—2g+ = d 5.28

donde hemos colocado t = 0 si R < Ry. La edad del universo puede expresarse entonces como
1 2 -1/2
tog = —/ {1 —2qp + ﬂ} dz (5.29)
0 x

es decir:

Rit)= —L Ry(cos® — 1) (5.30)

Observemos que si el universo no se desacelerase (si no existiera gravitacion!!) ¢ =0y t = 1/H,
pero si gy > 0 = tg < 1/Hy. Apliquemos el resultado obtenido a varios casos particulares.

a.- go > 3 (es decir k = +1).

Definiendo © a través de la relacién

1—cos® = 290 — 1 (R(t>>
qo Ry

entonces podemos resolver la integral 5.28, resultando

Hot = qo (2q0 — 1) ™*/* (© — sin ©) (5.31)
Las ecuaciones 5.31 y 5.30 son la forma paramétrica de un cicloide en el plano R — t. El factor
de escala crece desde R = 0 en t = 0, hasta un méaximo cuando © = 7, es decir, Ry.x = 250‘131]%0
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Dindmica de los Modelos Cosmoldgicos 41

cuando tpa = W, retornando a cero de manera simétrica. La edad del universo en este
0 0—
modelo resulta
do —-3/2 a1 1 1/2
to=—=—(2q0 — 1 lcos (——1)—— 2q0 — 1 5.32
2 2m-1) 1) - —a-1) (532

Por ejemplo, si ¢qg =1y HO_1 = 13.10° afios entonces
~ (T —1 S S R 9 =~
to &~ (5 — 1) H," y tmax = 7H;" =40.10" anos.

El radio maximo es Ry.x = 2Ro.
b.- go = 5 (es decir k = 0.)
Este caso es conocido con el nombre de universo de Einstein-de Sitter y es uno de los mas usados

por su simplicidad y ajuste con los datos observacionales.

1 R/Ro 1 —1/2d
a0
HO 0 * X .

Siqy = %, la integral 5.28 resulta

y resolviendo, obtenemos

3 2/3
R(t) = (iHot) Ro (5.33)
Es decir R aumenta indefinidamente desde cero, como t?/3. La edad resultante para el universo es
to=2 Hy'.
c-0<qo < % (es decir k = —1). El tratamiento aqui es similar al del caso a, pero con © = (¥,

resultando un cicloide imaginario, es decir:

Hot = qo (1 — 2go) 2 (sinh ¥ — ) (5.34)
R(t)= —L Ry (cosh ¥ — 1) (5.35)
1-— 2(]0
Puede verse de aqui que R (t) aumenta ilimitadamente para ¢ — co. Asintéticamente t — oo =
v v
U — 00, 0 sea que Hot ~ qo (1 — 2q0)_% % y R(t) ~ (1_(1702%)}%0%, y por tanto

5.4 Modelos Dominados por la Radiacion

Actualmente la densidad de energia de la materia sobrepasa a la de la radiacién por un factor de
1000. Sin embargo no siempre fue asi. Hemos visto en la seccién anterior que pqe: ~ R~2 y veremos
a continuacién que p,qq ~ R~* de modo que para R pequenos p,qq crece mas rapidamente que pya y
por tanto, en fases tempranas en la evolucion del universo la radiaciéon era la encargada de gobernar
la expansion, hasta la época en la cual pur ~ prad, llamada época de la recombinacién, en la cual
se desacopl6 la interaccién entre los recién formados atomos y la radiacion electromagnética.
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42 Héctor Rago A.

Comencemos con las ecuaciones de Einstein y la ley de conservacién; 5.13, 5.14 y 5.15

R> k  8rG
BTrT 3 (5:37)
2R R? k
R + B2 + R —8wGp (5.38)
dp d
3 3 —
R = [R*(p+p)| =0 (5.39)

Sabemos que la ecuacién de estado que relaciona a la presion y a la densidad de radiacién es
Pr = % p ; de tal forma que la ecuacién 5.39 puede integrarse para obtener p, ~ R (t) _4, es decir

pr (t) = (R}%(S)>_4 Po (5.40)

La dependencia de la densidad de energia de la radiacién como R™* es facilmente entendible en
términos fisicos. En primer lugar hay un factor R~ como en toda densidad, pero ademés la
energia de cada fotén disminuye por otro factor R~! por el corrimiento al rojo. Si recordamos la
ley de Stefan-Boltzman p,.q = c7*, donde « es una constante, obtenemos el importante resultado

T~ R es decir,
T(t) _ (R(t)>_1 (5.41)

1o Ry

donde naturalmente T denota la temperatura hoy, en el instante ty. El resultado 5.41 ilustra la
manera como la temperatura de la radiacion se va enfriando a medida que el universo se expande y el
factor de escala aumenta. Como sabemos, hoy la radiacién se ha corrido al rojo hasta el régimen de
las microondas y ha sido medido con exquisita precision; su temperatura es de Ty = 2, 726+0, 10° K
y su espectro corresponde perfectamente al de la radiacion de un cuerpo negro, lo que indica su
estado de equilibrio con la materia presente. Como conocemos la energia a la cual se ioniza un
atomo de hidrégeno (es decir la temperatura del ambiente en la cual no pueden existir los atomos
Llion)
T

constituidos), conocemos la relacién y por tanto conocemos la relacién entre los factores de

escala. Esto permite estimar el tiempo (Sn el cual el universo era lo suficientemente frio como para
que se formara el hidrogeno. Esta es la logica del estudio de la fisica en el temprano universo. El
calculo sugiere que esta “superficie de ultima dispersion” ocurrié cuando el universo tenia unos
100.000 anos de edad.

Es posible siguiendo un paralelo con el procedimiento usado en el caso de materia, obtener una
relacion general entre R y ¢ en término de los parametros observacionales ¢y y Hy. El resultado
analogo a la ecuacién 5.28 es,

1 R% qo
t=— 1— —d 42
Ho»/O ( q0+$2> v (5 )

Pudiéramos hallar soluciones explicitas a esta ecuacion, hallando comportamientos cualitativos
similares a los de materia, pero mas interesante es, argumentando que la radiacién jugd un papel
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sOlo en las primeras fases, considerar el comportamiento de los modelos para instantes cercanos a
t=0.

Aprozimacion cuando t ~ 0

Escribamos la ecuacion de Friedmann como

R? = ?mﬁ —k (5.43)

Como p, ~ R™*, el primer término a mano derecha va como R~2 ; de modo que para R pequefios
el resultado puede prescindir del valor de k :

. 1@ RA
R?=—"——p,—9%_ 5.44

y esta ecuacion se integra facilmente para obtener

R(t) =

2 i
(3 WG,OQ) Rot? (5.45)

En otras palabras, en todos los modelos de universo dominados por la radiacién, el factor de escala
crece como t2. Un desarrollo del factor de escala para todo t, requiere hallar una solucién para
radiacion, otra para materia y acoplarlos en la época en la cual las densidades de energia de la
materia y la radiacién son iguales.
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