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RESUMEN

En este trabajo se muestra que es posible obtener modelos f́ısicamente aceptables para
configuraciones de materia ultradensa, con simetŕıa esférica, los cuales satisfacen una ecua-
ción de estado no local. Este tipo particular de ecuación de estado relaciona la presión radial
en un punto dado con algunas de las otras variables f́ısicas a través de un funcional dentro
de un determinado volumen.

La plausibilidad f́ısica de los modelos considerados se comprueba estudiando las condicio-
nes de enerǵıa, las condiciones de aceptabilidad f́ısica y la posibilidad de acoplar de manera
continua las soluciones obtenidas con las soluciones exteriores.

Se construyen soluciones y familias de soluciones no locales, estáticas y para fluido no
perfectos, a partir de soluciones conocidas de las ecuaciones de Einstein, o agregando alguna
condición adicional como la de fluido conformemente plano. Se desarrolla un método para
estudiar la factibilidad de incorporar soluciones numéricas obtenidas de la teoŕıa lagrangiana
de campos para estrellas de neutrones y generar soluciones no locales.

Se establece un criterio para estudiar la estabilidad de configuraciones de materia y la po-
sible aparición de fracturas a partir de una relación que involucra únicamente las velocidades
del sonido radial y tangencial.

Se construyen dos modelos anaĺıticos de colapso gravitacional y se establecen algunas
comparaciones con modelos equivalentes utilizando el algoritmo semi-numérico HJR. Tam-
bién se consideran soluciones con la condición para fluidos que aceptan Vectores de Killing
Conformes.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Las propiedades f́ısicas de los materiales, ya sean sus propiedades microscópicas o ma-
croscópicas, están directamente relacionadas con la naturaleza de su estructura molecular y
atómica. Desde el punto de vista de la mecánica clásica de los medios continuos, la materia
es considerada como una distribución continua, que responde de manera colectiva a la acción
de alguna influencia externa, en lugar de una distribución compuesta de átomos o part́ıculas
discretas.

Los materiales, ya sean sólidos, ĺıquidos o gaseosos, presentan una serie de caracteŕısticas
que dependen de su estructura molecular y de las interacciones entre las moléculas. Estas in-
teracciones o fuerzas se encuentran ı́ntimamente relacionadas con la distancia de separación
intermolecular. Cada molécula está sometida a la acción de todas las moléculas vecinas, pero
en particular a las más cercanas. Esto significa que la respuesta, por el efecto de alguna per-
turbación, de un punto material estará determinada en su totalidad por el comportamiento
de una pequeña vecindad centrada en el punto de estudio.

Por otro lado, también se parte del principio de que cualquier porción de material, por
muy pequeña que pueda ser, sirve como una muestra representativa de todo el resto en
cuanto a su comportamiento a perturbaciones externas, ya que las leyes que gobiernan al
medio se consideran válidas para el material en su totalidad. Esto hace que las interacciones
y movimientos intermoleculares del resto del sistema no se tomen en consideración a la hora
de hacer un modelo teórico.

El resultado de aislar una pequeña parte de material para representar a todo un sistema,
implica que se deben descartar los efectos de la acción de fuerzas o tensiones aplicados a dis-
tancia. Sin embargo, estas interacciones aplicadas a distancia, o no locales, son importantes,
en algunas situaciones, debido a que su posible trasmisión a través de todo el cuerpo, desde
un punto a otro, puede afectar los estados de movimiento de cada punto material por todo
el sistema.

Las ideas básicas sobre una teoŕıa mecánica de medios continuos no locales fueron intro-
ducidas en los años 50 (ver [1] y referencias incluidas), y estaban basadas sobre el hecho de
considerar la función de esfuerzos (stress) como un promedio en un cierto volumen represen-
tativo del medio material centrado en un punto. Desde entonces, son muchas las aplicaciones
donde los efectos no locales parecen dominar el comportamiento macroscópico de la mate-
ria. Gran cantidad de problemas interesantes surgen de una infinidad de áreas tales como
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4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

el análisis de daños y fracturas de materiales, el fenómeno de la tensión superfical en ĺıqui-
dos, la propagación de ondas en sólidos, el flujo de la sangre dentro del cuerpo humano, la
dinámica de suspensiones coloidales y el diseño de redes neuronales, para citar solo unos
pocos ejemplos.

De manera general, cuando se quieren introducir los efectos no locales en una teoŕıa
matemática se hace a través de la incorporación de ecuaciones integro-diferenciales, como
hizo Chandrasekhar en 1950 [2] para desarrollar una teoŕıa sobre el transporte de radiación,
incorporándole caracteŕısticas no locales a la propagación de la radiación.

Los fenómenos astrof́ısicos nos proveen de escenarios donde la materia existe en condi-
ciones extremas, que no se encuentran o que no pueden ser reproducidas en la Tierra. Un
ejemplo: la materia degenerada ultra densa que se supone conforma los objetos compactos del
universo. Algunos de estos objetos son agrupados en estrellas denominadas enanas blancas
y estrellas de neutrones.

Los objetos estelares compactos son uno de los cuerpos más fascinantes que pueden ser
observados. Son los restos de estrellas luminosas que, una vez terminado su combustible
nuclear, son incapaces de generar suficiente presión térmica para contrarrestrar las fuerzas
gravitacionales y evitar un posible colapso gravitacional. Dependiendo de la masa inicial de
la estrella progenitora y de la aparición de inestabilidades en el equilibrio de la estructura
estelar, pueden ocurrir explosiones de supernova, dejando como resultado un objeto rotante
cuyo núcleo puede llegar a tener densidades mayores a la densidad nuclear, esto es, densidades
del orden de (10− 20) ρ0, con ρ0 ' 2 × 1014g cm−3. También se pueden alcanzar enormes
enerǵıas de enlace gravitacional (GM

2

R
∼ 5× 1053 ergs). La acelaración de la gravedad en la

superficie de estos cuerpos compactos es de GM
R2 ∼ 2×1014 cm s−2. Esto significa que tenemos

cuerpos con radios del orden de los 10 Km y masas t́ıpicas de 1, 4 masas solares. Se podŕıa
decir que estos son los objetos más compactos que existen en el universo.

La descripción f́ısica de la materia a densidades tan enormes plantea un gran desaf́ıo para
los investigadores en las áreas de la f́ısica nuclear y de altas enerǵıas: es necesario considerar
diferentes tipos de part́ıculas, sus interacciones y sus abundancias, aśı como también las
transiciones de fase que ocurren por la posible aparición de materia extraña. Esto trae como
consecuencia el hecho de que exista un gran desconocimiento en torno a la estructura de
la ecuación de estado que describe las propiedades de la materia [3]-[7]. Por otro lado, las
evidencias experimentales que se pueden tener actualmente, para estudiar los contituyen-
tes de la materia, provienen básicamente de la extrapolación de los datos obtenidos en los
aceleradores de part́ıculas y la f́ısica de los rayos cósmicos (ver [8] y referencias incluidas).

Dentro de las estrellas de neutrones, las presiones y densidades no se deben a efectos
térmicos. La presión interior que soporta la estrella es el producto de la presión debida a
las interacciones nucleares de nucleones degenerados. Esto permite que la aproximación a
temperatura cero sea una suposición razonable y que la ecuación de estado resulte ser una
ecuación con un único parámetro, esto es, una función del tipo P = P (ρ), donde P es la
presión y ρ la densidad de masa-enerǵıa.

En una escala microscópica, la descripción f́ısica de la materia, con densidades mayores
que la densidad nuclear, resulta ser un problema bastante dif́ıcil de tratar. Esto se debe a
que si se quiere construir un modelo teórico lo más realista posible de objetos compactos
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es necesario recurrir directamente al estudio de cuáles son los propios constituyentes de la
materia. Esto significa que se deben considerar los diferentes tipos de part́ıculas que confor-
man el material, sus respectivas abundancias y los diferentes campos que propagan todas las
posibles interacciones entre nucleones. Este es el nivel de la f́ısica nuclear y de part́ıculas:
la f́ısica de los bariones, mesones y en última instancia la f́ısica de sus constituyentes: los
quarks y los gluones.

Una aproximación tradicional al problema nuclear es el de las teoŕıas no relativistas
de potenciales para sistemas de muchos cuerpos. Estas se fundamentan en los potenciales
derivados de sistemas estáticos de dos cuerpos que son ajustados a los datos experimentales de
sistemas nucleón-nucleón. Aunque estas teoŕıas logran predecir en muy buena aproximación
las masas máximas y las densidades centrales que pueden llegar a tener objetos como las
estrellas de neutrones, presentan caracteŕısticas indeseables como es la violación del principio
de causalidad.

Como una alternativa al problema de muchos cuerpos, por los años 70, surge un enfoque
diferente al estudio de la materia nuclear: la teoŕıa relativista de campos para hadrones
interactuantes. Desde la aparición de los trabajos pioneros realizados por Kälman [9] y
Walecka [10], donde los nucleones interactúan únicamente a través de campos escalares y
mesones vectoriales, hasta los trabajos más recientes donde se consideran estructuras más
complejas, se han desarrollado muchos métodos dentro del marco de una teoŕıa relativista
de campos para caracterizar las propiedades del equilibrio de la materia densa.

La teoŕıa relativista de campos es particularmente conveniente como teoŕıa f́ısica para
la descripción de objetos compactos porque, además de predecir algunas de sus más impor-
tantes caracteŕısticas: masas, radios, enerǵıas de enlace, no viola el fundamental principo de
causalidad. Además toma en cuenta las propiedades de saturación de la materia y lo que se
conoce como la libertad asintótica de los quarks, es decir, la aparición de materia de quarks.

Una teoŕıa f́ısica que se adecúa de manera formidable al estudio de objetos compactos es
la teoŕıa clásica de la Relatividad General. La estructura del equilibrio para objetos auto-
gravitantes puede obtenerse a partir de las ecuaciones de campo de Einstein, que en el caso
simple de configuraciones esféricas, es decir no rotantes, se traducen en las ecuaciones de
equilibrio hidrostático o ecuaciones de Tolman, Oppenheimer y Volkoff, también conocidas
como las ecuaciones TOV.

El fin principal de este trabajo consiste en proponer una ecuación de estado para la
descripción f́ısica de objetos astrof́ısicos compactos, esto es, suponer que la materia ultradensa
puede ser descrita a través de una Ecuación de Estado No Local (de ahora en adelante
referida como EENL) dentro del marco de la teoŕıa de la Relatividad General, y estudiar
los diferentes grados de relevancia y aceptabilidad f́ısica de esta hipótesis.

Para el caso particular de soluciones estáticas, la EENL que se propone [11], es una
ecuación que tiene la siguiente forma (en unidades geometrizadas)

P (r) = ρ(r)− 2

r3

∫ r

0

r̄2ρ(r̄) dr̄ . (1.1)

Es claro que en la ecuación (1.1) está impĺıcito un efecto colectivo producido por la
variable ρ(r), la densidad de masa enerǵıa, sobre la presión en la dirección radial P (r): la
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presión no sólo es una función de la densidad en un punto particular sino que existe un
término en forma de funcional que contribuye a la presión y que toma en cuenta el resto
de la configuración. Esto significa que todo cambio en la presión radial se debe entonces a
los efectos de las variaciones de la densidad en un punto más las variaciones de la densidad
dentro del volumen contenido en el funcional.

Es importante señalar que en el trabajo que se desarrollará a continuación la ecuación
(1.1) se generalizará con la finalidad de considerar situaciones de configuraciones de materia
en el régimen dinámico, esto permitirá que sea posible seguir la evolución de objetos esféricos
radiantes en situaciones de colapso gravitacional.

En [11] se demostró que, bajo ciertas condiciones particulares, una distribución de materia
con simetŕıa esférica y anisótropa en la presión (presencia de presiones tangenciales con
P⊥ 6= P ) puede ser modelada numéricamente a través de una EENL. En ese trabajo
fueron estudiados varios modelos para esferas radiantes que colapsan por el efecto de la
gravedad. Por otro lado, en [12] se desarrolló un método para generar soluciones estáticas
no locales anisótropas y f́ısicamente aceptables.

En lo referente a la anisotroṕıa, el hecho de suponer que los fluidos son perfectos pascalia-
nos (P = P⊥) es algo que se encuentra sólidamente sustentado por evidencias observacionales
y fundamentos teóricos, sin embargo, una gran cantidad de evidencias teóricas también su-
gieren que pueden ocurrir fenómenos f́ısicos que dan origen a anisotroṕıas locales. Dentro
del esquema newtoniano, las anisotroṕıas locales ocurren por la existencia de distribuciones
de velocidades anisótropas, como es indicado en el trabajo clásico de J. H. Jeans [13]. En
el contexto de la Relatividad General, G. Lemâıtre [14] indica que la presencia de aniso-
troṕıas relaja los ĺımites superiores impuestos al valor máximo del potencial gravitacional en
la superficie.

Desde los primeros trabajos realizados por R. Bowers y E. Liang [15], las consecuencias
por la presencia de anisotroṕıas locales dentro de la teoŕıa de la Relatividad General han sido
ampliamente estudiadas (ver [16] y las referencias incluidas), y la utilización de ecuaciones
de estado que las incorporan para modelar estrellas de neutrones altamente magnetizadas
o magneto-estrellas, ha llamado la atención de algunos investigadores ([17]-[20]). En estos
trabajos se demuestra que los campos magnéticos intensos pueden inducir anisotroṕıas en la
presión interna de estrellas compactas. En [18] y [21] se consideran las consecuencias sobre
la estabilidad de configuraciones de materia debido a la presencia de anisotroṕıas en las
presiones.

Las configuraciones de materia pueden desviarse de su situación de equilibrio si se in-
troducen perturbaciones en el sistema. Estas perturbaciones pueden dar origen a fuerzas
radiales en diferentes regiones y con diferente signo, produciendo fracturas en el material.
Un tratamiento sobre la aparición de fracturas, debido al afecto de pequeñas fluctuaciones
en la anisotroṕıa local, puede ser consultado en: [22]-[24]. En este trabajo se estudiará el pro-
blema de la aparición de fracturas desde un punto de vista ligeramente diferente al propuesto
por Herrera en [22].

Un aspecto importante en lo referente a la búsqueda de soluciones exactas de las ecua-
ciones de Einstein tiene que ver con el concepto de las simetŕıas. Originalmente, éstas se
introducen con el fin de simplificar las ecuaciones de campo, y con el transcurso del tiempo
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han permitido el desarrollado de diferentes esquemas de clasificación para los diferentes ti-
pos de soluciones [25]-[28]. Del conjunto de posibles simetŕıas, tal vez las simetŕıas conformes
son las más dificiles de tratar, aún en el caso de fluidos perfectos, ya que las ecuaciones de
Killing conformes contienen un factor que por lo general puede depender de todas las cuatro
coordenadas [29]-[34].

Saliendo un poco del contexto del trabajo presentado aqúı, y que tiene que ver básica-
mente con la búsqueda de soluciones exactas de las ecuaciones de la Relatividad General y
de la obtención de soluciones dinámicas anaĺıticas para escenarios de colapso gravitacional,
una aplicación directa de una EENL puede verse en [35]. Alĺı se desarrollan modelos ma-
temáticos para ciertos objetos exóticos, bastante particulares, denominados mini-agujeros
negros. Estos modelos se desarrollan dentro de un esquema conocido como geometŕıa no
conmutativa de la gravedad cuántica.

Con respecto a la estructura de este trabajo se tiene lo siguiente: el caṕıtulo 2 estará de-
dicado a la presentación de los conceptos y ecuaciones básicas de la Relatividad General
que serán utilizados. El caṕıtulo 3 se dedica a considerar las ecuaciones de estado para ma-
teria densa y se introducen algunos conceptos básicos sobre la teoŕıa de campos, también
se postula la forma que tendrá nuestra EENL, para el caso general donde no se supone la
estaticidad del medio material. En los caṕıtulos 4 y 5 se formulan mecanismos para produ-
cir soluciones y familias de soluciones estáticas considerando el hecho de la no localidad y
tomando como punto de partida algunas soluciones exactas conocidas de las ecuaciones de
Einstein. En el caṕıtulo 6 se introducen y estudian algunos criterios de estabilidad a partir
de considerar las velocidades del sonido dentro del material. Para finalizar, en el caṕıtulo
7, se construyen modelos dinámicos, anaĺıticos y semi-numéricos, para seguir la evolución
de una esfera de materia que rad́ıa y colapsa gravitacionalmente, también se considera la
posibilidad de generar soluciones dinámicas que admiten vectores de Killing conformes.
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Convenciones
La signatura de las métricas utilizadas será −2, (+,−,−,−). La derivada covariante se

indica con punto y coma (; ) o por el śımbolo ∇, la derivada parcial con el śımbolo ∂, una
coma o un sub́ındice,

(
∂f
∂xa

= ∂a = f,a
)
. Por lo general, la derivada respecto a la variable

temporal se indica con un punto y la derivada con respecto a la variable radial con una

prima
(
Ȧ = ∂A

∂t
, A

′
= ∂A

∂r

)
.

Las cantidades tensoriales se escriben en negrita y sus componentes se especifican con
ı́ndices latinos en el caso que no se hace refierencia a un sistema de coordenadas en particular,
(ua = [u0, u1, u2, u3]). Los ı́ndices griegos, (µ, ν, γ...), se utilizan cuando se esté haciendo
referencia a un sistema de coordenadas particular. También se utilizan las deltas de Kronecker
para indicar las componentes de un tensor (na = Aδa0 +Bδa1), o utilizando como sub́ıdices las
letras que representan las coordenadas correspondientes al sistema de referencia empleado:
(Rrt, Tθφ).

El sub́ındice s indica que la cantidad es evaluada en la superficie: rs. El śımbolo (+) como
ı́ndice indica que una cantidad es evaluada en el exterior de la distribución y el śımbolo (−)

en el interior: G
(+)
ab .

La derivada de Lie en la dirección de un vector ξa se indica de la manera usual, £ξ.
Las ecuaciones a utilizar se escriben adoptando el sistema de unidades geometrizadas

donde G = c = 1, y las constantes f́ısicas utilizadas para los resultados numéricos están
basados en los siguientes valores:

c = 2,9979× 1010 cm s−1 ,

G = 6,673× 10−8 cm3 g−1 s−2 ,

M� = 1,989× 1033 g = 1477 m .



Caṕıtulo 2

Ecuaciones de la Relatividad General

2.1. Ecuaciones básicas

Existe una gran variedad de escenarios de interés astrof́ısico donde la materia puede
alcanzar velocidades de movimiento extremadamente grandes y donde la hidrodinámica evo-
luciona en presencia de campos gravitacionales enormes (≈ 5×1053 erg ≈ 0, 2Mc2). En estos
casos, surgen efectos relativistas que no pueden ser depreciados y es necesario desarrollar un
esquema de estudio dentro del marco de la teoŕıa de la Relatividad General. Este caṕıtulo se
dedicará básicamente a desarrollar un resumen de las ecuaciones básicas de la Relatividad
General.

En la teoŕıa de la relatividad tanto el espacio como el tiempo se representan como una
sola identidad llamada espacio-tiempo y cada punto (o evento) requiere de cuatro números
(x0, x1, x2, x3) para su completa especificación. En este espacio-tiempo, las ecuaciones de la
f́ısica se deben expresar de manera tal que no dependan de un observador en particular. El
observador es quien hace las medidas, es decir, es quien asigna las coordenadas a un punto (o
evento) del espacio-tiempo. Se dice entonces que las leyes de la f́ısica deben ser covariantes
cuando se pasa de un observador a otro, o dicho de otra manera, cuando cambiamos de un
sistema de referencia a otro:

xa = (x0, x1, x2, x3) −→ xa
′
= (x0′ , x1′ , x2′ , x3′) .

Esta covariancia para las ecuaciones de la f́ısica se logra de manera natural si las ecuaciones
se formulan como tensoriales.

De una manera más formal, se dice que en la teoŕıa de la Relatividad General, el espacio
y el tiempo se representan por una variedad riemaniana diferenciable de dimensión cuatro
[36], en la cual se define un tensor métrico g, con signatura de Lorentz, que satisface las
siguientes ecuaciones, conocidas como las ecuaciones de Einstein:

Gab ≡ Rab −
1

2
Rgab = 8π Tab . (2.1)

En general, las ecuaciones de Einstein constituyen un sistema acoplado de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales de segundo orden, no lineal, para las componentes del

9
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tensor métrico. Como Tab y Gab son tensores simétricos, el sistema de ecuaciones queda
conformado por diez ecuaciones. Por otro lado, a partir de una propiedad del tensor de
Einstein, conocida como la identidad de Bianchi, Gab

;b = 0, el sistema acoplado de ecuaciones
se reduce a un sistema de seis ecuaciones.

A las cantidades Tab se les conoce como el tensor de enerǵıa-impulso o tensor de materia,
y viene a ser la fuente del campo gravitacional. Los tensores Rab y R son contracciones del
tensor de curvatura de Riemann Racb

d, el cual representa la curvatura del espacio-tiempo, y
vienen dados por:

Rab = Racb
c = ∂cΓ

c
ab − ∂aΓccb + ΓdabΓ

c
dc − ΓdcbΓ

c
da , (2.2)

R = Ra
a . (2.3)

Los śımbolos Γcab (śımbolos de Christoffel) se expresan en términos del tensor métrico y de
sus primeras derivadas de la siguiente manera:

Γcab =
1

2
gcd [∂a gbd + ∂b gad − ∂d gab] = Γcba . (2.4)

Los śımbolos de Christoffel permiten definir una nueva derivada, la derivada covariante.
La curvatura del espacio tiempo se ve fundamentalmente reflejada en el hecho de que las

derivadas covariantes no conmutan, de manera que se puede definir un tensor del tipo (0,3)
de la siguiente forma

ua;bc − ua;cb = Rabc
dud ,

donde Rabc
d es el tensor de curvatura de Riemann. Esta última ecuación se conoce como la

identidad de Ricci.
Por todo lo dicho anteriormente, se puede ver que existe una cantidad fundamental que

es el tensor métrico g. Este es un tensor simétrico (gab = gba) de rango 2 que determina la
distancia entre dos puntos (eventos) vecinos del espacio-tiempo:

ds2 = gab(x
c) dxadxb , (2.5)

las cantidades gab son las componentes del tensor métrico y representan el campo gravita-
cional. La signatura de esta métrica se dice que es de Lorentz por tener la forma (+−−−).

Los campos gravitacionales con simetŕıa esférica son de sumo interés en el estudio de
objetos astrof́ısicos esféricos tales como estrellas o cúmulos de estrellas. Un espacio-tiempo
con simetŕıa esférica es aquel en el cual el elemento métrico permanece invariante bajo
rotaciones. Se tiene que sobre cada esfera de dimensión dos, con r y t constantes, la distancia
entre dos puntos viene dada por

ds2 = r2
(
dθ2 + sen2θ dφ2

)
, (2.6)

las cantidades θ y φ son las variables angulares usuales.
En un espacio-tiempo esféricamente simétrico se puede definir un sistema de coorde-

nadas, que se denomina sistema de coordenadas de Schwarzschild o de curvatura donde:
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(x0, x1, x2, x3) ≡ (t, r, θ, φ), con respecto al cual el elemento de ĺınea se escribe de la siguiente
forma general:

ds2 = e2ν dt2 − e2λ dr2 − r2
(
dθ2 + sen2θ dφ2

)
, (2.7)

donde ν = ν(t, r) y λ = λ(t, r). Otra manera de escribir (2.7) es la siguiente:

gab = diag
(
e2ν ,−e2λ,−r2,−r2sen2θ

)
. (2.8)

Las cuatro ecuaciones de Einstein que resultan a partir de (2.7) son:

1

r2
+
e−2λ

r

[
2λ′ − 1

r

]
= 8π T 0

0 , (2.9)

1

r2
− e−2λ

r

[
2ν ′ +

1

r

]
= 8π T 1

1 , (2.10)

2λ̇

r
= 8π T01, (2.11)

e−2ν
[
λ̈+ λ̇2 − ν̇λ̇

]
+ e−2λ

[
λ′ − ν ′

r
− ν ′′ + ν ′λ′ − (ν ′)

2

]
= 8πT 2

2 = 8πT 3
3 , (2.12)

donde los puntos indican derivadas respecto al tiempo y las primas derivadas respecto a la
coordenada r.

La ecuación (2.9) se puede integrar formalmente para obtener la expresión:

e−2λ = 1− 8π

r

∫ r

0

T 0
0 r2dr . (2.13)

Resulta de mucha utilidad definir una nueva función, denominada función masa [37], de la
manera siguiente:

m(r, t) = 4π

∫ r

0

T 0
0 r2dr , (2.14)

con m = 0 en r = 0. De manera que la ecuación (2.13) se puede escribir como:

e−2λ = 1− 2m

r
. (2.15)

La función masa (2.14) coincide con la función masa de Misner que se obtiene a partir
del tensor de Riemann [38]

m(t, r) =
r2

2
Rφ
θφθ . (2.16)

Si queremos resolver el sistema conformado por la ecuaciones de Einstein, es necesario
determinar qué forma debe tener el tensor de enerǵıa-impulso. En lo que sigue, supondremos
que el medio material tiene la forma de un medio continuo.
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2.2. Cinemática de un medio material

Se necesita, como ya se mencionó, hacer una descripción del movimiento de las part́ıculas
que conforman el fluido de tal manera que no dependan de un observador en particular. Un
observador que sea comóvil con el fluido puede registrar su historia representando la ĺınea
de mundo de la part́ıcula ubicada en un punto espećıfico. Esta ĺınea de mundo describe el
movimiento de la part́ıcula en el espacio-tiempo. Si τ es el tiempo medido por este observador
comóvil con el fluido, el tiempo propio, la ĺınea de mundo es entonces xa = xa(τ).

En relatividad se define la cuadri-velocidad ua de una part́ıcula como el vector tangente
a su ĺınea de mundo:

ua ≡ dxa

dτ
, con uaua = 1 , (2.17)

a ua se le denomina un vector unitario tipo tiempo. Si en el plano perpendicular a ua

escogemos tres vectores unitarios y mutuamente ortogonales, a tal sistema de cuatro vectores
se le denomina un sistema de referencia local para un observador comóvil.

La cuadri-aceleración se define como

aa = ua;bu
b ⇒ aaua = 0 , (2.18)

de manera que una part́ıcula satisface la ecuación de la geodésica

ua;bu
b = 0 .

Las part́ıculas que se pueden mover a la velocidad de la luz (fotones) se moverán en el
espacio-tiempo a lo largo de geodésicas nulas, es decir, a lo largo de geodésicas con ds = 0.
En este caso no se puede parametrizar la ĺınea de mundo con el tiempo propio. Sin embargo,
un observador comóvil en el sistema de referencia local le puede asociar a los fotones un
cuadri-vector de onda ka, el cual es un vector nulo, kaka = 0, que satisface la ecuación
ka;bk

b = 0. En este observatorio comóvil la frecuencia de los fotones es: ν = −kaua, y se
puede escribir una expresión covariante para el corrimiento al rojo z entre dos eventos, el
evento donde se emite la radiación de frecuencia νe y el evento donde se recibe νr, esto es:

1 + z ≡ νe
νr
. (2.19)

En el caso de un objeto esférico, en coordenadas de Schwarzschild, el corrimiento al rojo
sobre la superficie de la esfera de materia, donde r = rs = R, es:

z =

(
1− 2M

R

)− 1
2

− 1 . (2.20)

Aśı como existe un valor máximo para la cantidad masa-radio, M/R, permitido para
objetos esféricos isótropos, esto es, M/R < 8/9 [39], se puede deducir entonces que existe un
valor máximo para el corrimiento al rojo: z < 2, para objetos esféricos estables. Queda claro
que al medir corrimientos al rojo de estrellas compactas es posible entonces determinar la
relación M/R.
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Por otro lado, existe un conjunto de cantidades cinemáticas que permiten caracterizar
el movimiento de un medio material. Se puede demostrar que la derivada covariante de la
cuadri-velocidad ua puede descomponerse de la siguiente manera:

ua;b = $ab + σab +
1

3
Θhab + aaub , (2.21)

donde aa es la cuadri-aceleración del medio. El escalar Θ se denomina la expansión de las
ĺıneas de mundo del material, σab el tensor de deformación o shear, $ab el tensor de vorticidad
o de rotación y hab es el operador proyección sobre un plano perpendicular a ua. Todas estas
cantidades son una generalización relativista de la expansión, la deformación y la vorticidad
definidas en la hidrodinámica newtoniana.

Cada una de estas cantidades se pueden calcular a partir de las siguientes expresiones:

Θ = ua;a , (2.22)

aa = ub ua;b , (2.23)

hab = gab − ua ub , (2.24)

$ab =
1

2
(ua;b − ub;a)−

1

2
(aaub − abua) , (2.25)

σab =
1

2
(ua;b + ub;a)−

1

2
(aaub + abua)−

1

3
Θhab . (2.26)

Se dice que el material es inercial cuando a2 = −aaaa = 0, es un medio irrotacional
cuando $2 = −1

2
$ab$ab = 0 y que conserva su volúmen cuando Θ = 0. Por otro lado, si el

material se mueve con σ2 = −1
2
σabσab = 0 se dice que es libre de shear, en este caso el medio

material sólo puede contraerse o expandirse.
Ahora bien, en un sistema de referencia comóvil, la cuadri-velocidad, que denotaremos

con ûa es:
ûµ = (1, 0, 0, 0) = δ0

µ .

En un sistema no comóvil con el fluido, el material se moverá con una velocidad radial
ω, por lo tanto, una transformación de Lorentz nos permitirá escribir la cuadri-velocidad en
este nuevo sistema de referencia Una transformación de Lorentz, sobre la cuadri-velocidad,
es una transformación de la forma:

ūµ = L(−ω)νµ ûν , (2.27)

por lo tanto:
ūµ = γ(1,−ω, 0, 0) , (2.28)

donde γ es el factor de Lorentz γ = (1− ω2)
− 1

2 .
El espacio-tiempo plano, en coordenadas cartesianas, se describe por un tensor métrico

de la forma
ds2 = dτ 2 − dx2 − dy2 − dz2 . (2.29)

Los elementos métricos (2.7) y (2.29) se relacionan a través de la transformación

dτ = eνdt , dx = eλ dr , dy = r dθ , dz = rsenθ dφ , (2.30)
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aqúı ν y λ se consideran constantes por el hecho de que ésta es una trasformación local de
coordenadas.

Una transformación local de coordenadas sobre (2.28) permite expresar la cuadi-velocidad
en coordenadas curviĺıneas

uµ = Λν
µ ūν , (2.31)

donde la matriz Λν
µ se puede hallar a partir de (2.30). Con esta transformación resulta que

la cuadi-velocidad queda como

uµ = γ(eν ,−ωeλ, 0, 0) , (2.32)

A partir de las ecuaciones (2.7) y (2.32), las cantidades cinemáticas que resultan son las
siguientes:

Θ =
e−λ

[
(1− ω2)

(
2 ω
r

+ ων ′ + λ̇e(λ−ν)
)

+ ω′ + ωω̇e(λ−ν)
]

(1− ω2)3/2
, (2.33)

ar = −
(1− ω2)

[
ν ′ + ωλ̇e(λ−ν)

]
+ ωω′ + ω̇e(λ−ν)

(1− ω2)2 , (2.34)

at = −ω e(ν−λ)ar , (2.35)

σrr =
2 eλ

[
(1− ω2)

(
ω
r
− ων ′ − λ̇e(λ−ν)

)
− ω′ − ωω̇e(λ−ν)

]
3 (1− ω2)5/2

, (2.36)

σtt = ω2 e2(ν−λ) σrr , (2.37)

σtr = −ω e(ν−λ) σrr , (2.38)

σθθ = −r
2

2
(1− ω2) e−2λ σrr , (2.39)

σφφ = sen2(θ)σθθ , (2.40)

$µν = 0 . (2.41)

La velocidad de la materia en las coordenadas de Schwarzschild puede escribirse a partir
de las ecuaciones (2.30):

dr

dt
= ω e(ν−λ) , (2.42)

donde dr
dt

es la velocidad coordenada.

2.3. Descripción de la materia

En Relatividad General, las distribuciones de materia se representan por un tensor de
enerǵıa-impulso, Tµν . Este tensor es un objeto matemático que contiene el conjunto de varia-
bles f́ısicas que permiten hacer una descripción macroscópica de una distribución continua
de materia. En el caso de un fluido perfecto, es decir, un medio material pascaliano donde
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no existen ni viscosidad ni propagación de radiación, el tensor de enerǵıa-impulso se puede
escribir de la siguiente manera:

Tµν = (ρ+ P )uµuν − Pgµν , (2.43)

donde ρ es la densidad de masa-enerǵıa, P la presión isótropa o densidad de momento y
ua la cuadri-velocidad del fluido. El tensor de materia Tµν debe satisfacer la ecuación de
movimiento

T µν ;ν = 0 . (2.44)

Para los efectos de considerar un escenario más rico desde el punto de vista astrof́ısico, el
tensor de enerǵıa-impulso se supondrá de manera tal que permita describir un medio material
con anisotroṕıa en la presión, y en el que además existe disipación de enerǵıa a través de un
flujo radial de radiación en forma de calor.

Para un observador en un sistema de referencia comóvil, y local de Minkowski, con el
material, el tensor de enerǵıa-impulso es el siguiente:

T̂µν = (ρ+ P⊥)ûµûν − P⊥ηµν + (P − P⊥)v̂µv̂ν + f̂µûν + f̂ν ûµ , (2.45)

donde P es la presión en la dirección radial, P⊥ la presión en la dirección tangencial, ηµν el

tensor métrico de Minkowski, f̂µ el campo de radiación y donde:

ûµ = (1, 0, 0, 0) = δ0
µ , v̂µ = (0, 1, 0, 0) = δ1

µ , f̂µ = −q(0, 1, 0, 0) = −q v̂µ , (2.46)

con q como la cantidad que describe la densidad de flujo de radiación.
El tensor de enerǵıa-impulso en un sistema de coordenadas inmóvil respecto a las coor-

denadas de Minkowski se obtiene, como ya vimos, a través de la transformación de Lorentz:
T̄µν = Lγµ L

δ
νT̂γδ . Por lo tanto resulta que:

T̄µν = (ρ+ P⊥)ūµūν − P⊥ηµν + (P − P⊥)v̄µv̄ν + f̄µūν + f̄ν ūµ , (2.47)

donde:
ūµ = γ(1,−ω, 0, 0) , v̄µ = γ(−ω, 1, 0, 0) , f̄µ = −qγ(−ω, 1, 0, 0) . (2.48)

El tensor de enerǵıa-impulso para la métrica (2.7), es decir, bajo una transformación de
la forma: Tµν = Λγ

µ Λδ
νT̄γδ , es:

Tµν = (ρ+ P⊥)uµuν − P⊥gµν + (P − P⊥)vµvν + fµuν + fνuµ , (2.49)

con:

uµ = γ(eν ,−ωeλ, 0, 0) , vµ = γ(ωeν ,−eλ, 0, 0) , fµ = qγ(ωeν ,−eλ, 0, 0) . (2.50)

Al introducir el tensor de enerǵıa-impulso (2.49) en las ecuaciones de Einstein (2.9)-(2.12)
resulta el siguiente conjunto de ecuaciones:

1

r2
+
e−2λ

r

[
2λ′ − 1

r

]
= 8π

[
ρ+ ω2P + 2ωq

1− ω2

]
, (2.51)

1

r2
− e−2λ

r

[
2ν ′ +

1

r

]
= −8π

[
P + ω2ρ+ 2ωq

1− ω2

]
, (2.52)

2λ̇

r
= −8π

[
ω (ρ+ P ) + q (1 + ω2)

1− ω2

]
e(ν+λ) , (2.53)
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e−2ν
[
λ̈+ λ̇2 − ν̇λ̇

]
+ e−2λ

[
λ′ − ν ′

r
− ν ′′ + ν ′λ′ − (ν ′)

2

]
= −8π P⊥ . (2.54)

Es de hacer notar que es posible despejar de manera algebraica las variables f́ısicas ρ,
P , P⊥ y q de las ecuaciones (2.51)-(2.54), de manera que un sistema equivalente al anterior
resulta ser:

ρ =
e−2λ

(
2rν ′ − e2λ + 1

)
ω2 + 4rωλ̇e−(ν+λ) − e−2λ (1− 2rλ′) + 1

8πr2 (1− ω2)
, (2.55)

P = ρ− e−2λ

4πr2

[
r (λ′ − ν ′) + e2λ − 1

]
, (2.56)

q = −ω (ρ+ P )

1 + ω2
− (1− ω2) λ̇e−(ν+λ)

4πr (1 + ω2)
, (2.57)

P⊥ = −e
−2ν

8π

[
λ̈+ λ̇2 − ν̇λ̇

]
− e−2λ

8π

[
λ′ − ν ′

r
− ν ′′ + ν ′λ′ − (ν ′)

2

]
. (2.58)

Por lo tanto, la estructura de una esfera relativista estará determinada tanto por las
funciones de la métrica ν y λ como por las variables f́ısicas: ρ, P , P⊥, q y ω.

Por otra parte, el cálculo de T 1b
;b = 0 para el tensor de materia (2.49) resulta en la

siguiente ecuación:

λ̇2 + λ̈− λ̇ν̇ = 4πre2ν

[
−
(
T 1

1

)′
+
(
T 0

0 − T 1
1

)
ν ′ +

2

r

(
T 2

2 − T 1
1

)]
. (2.59)

Esta última ecuación es una generalización de la ecuación de equilibrio hidrostático o ecuación
de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV). A pesar de que las ecuaciones que surgen de (2.59)
no agregan ningun tipo de información adicional, las expresiones obtenidas a partir de esta
ecuación se pueden, en algunos casos, manipular o integrar de manera más sencilla que las
propias ecuaciones de Einstein.

2.4. Condiciones de acoplamiento

Para estudiar la evolución de la configuración de materia, es necesario poder acoplar las
soluciones interior y exterior de las ecuaciones de Einstein sobre la superficie de la distribu-
ción, que representa la separación de los espacio-tiempos involucrados. De esta manera se
evita que las variables hidrodinámicas presenten comportamientos singulares sobre la región
de separación y además se garantiza que las soluciones describan ambos espacio-tiempos: el
interior y el exterior. Darmois [40] estableció las condiciones necesarias y suficientes para el
acoplamiento de dos regiones del espacio-tiempo. Estas condiciones estipulan que si la región
interior M (−), con métrica g

(−)
ab (xc−), y la región exterior M (+), con métrica g

(+)
ab (xc+), se unen

sobre una 3-superficie de separación con métrica inducida

ds2 = dτ 2 − R2(τ) dΩ2 , (2.60)

y de coordenadas ζ i = (τ, θ, φ), entonces, las condiciones necesarias y suficientes para que
exista un acoplamiento entre ambos espacio-tiempo son:
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1. Que la primera forma fundamental, o curvatura intŕınseca, de ambas métricas sea
continua a través de la superficie S:[

g
(+)
ab

]
s

=
[
g

(−)
ab

]
s
. (2.61)

2. Que la segunda forma fundamental, o curvatura extŕınseca, de ambas métricas sea
continua a través de la superficie S:

K
(+)
ij = K

(−)
ij , (2.62)

donde

K
(±)
ij = −η(±)

c

[
∂2xc

∂ζ i∂ζj
+ Γcab

∂xa

∂ζ i
∂xb

∂ζj

]
, (2.63)

con η
(±)
c como las componentes de las normales a S,

η(±)
c = ± ∂cS

(gab∂a S ∂b S)
1
2

. (2.64)

Para acoplar la métrica interior (2.7), en coordenadas (t, r, θ, φ),

ds2
(−) = e2ν(t,r)dt2 − e2λ(t,r)dr2 − r2dΩ2 , (2.65)

con la métrica exterior de Vaidya [41], en coordenadas (U,R,Θ,Φ),

ds2
(+) =

[
1− 2M (U)

R

]
dU2 + 2dUdR− r2dΩ2 , (2.66)

es necesario escribir una expresión para la métrica inducida en la superficie S en cada una
de los espacio-tiempos involucrados.

Las ecuaciones de la superficie S se pueden escribir como

r − rs(t) = 0 , en M (−) , (2.67)

R−Rs(U) = 0 , en M (+) . (2.68)

Por lo tanto, para la métrica inducida (2.65), sobre la superficie se tiene

ds2
(−) =

[
e2ν − e2λ

(
drs
dt

)2
]
dt2 − r2

sdΩ2 . (2.69)

De la misma manera para (2.66)

ds2
(+) =

[(
1− 2M (U)

Rs

)
+ 2

dRs

dU

]
dU2 −R2

sdΩ2 . (2.70)
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Exigir la continuidad de la primera forma fundamental en la superficie S es exigir que

dτ =

[
e2ν − e2λ

(
drs
dt

)2
] 1

2

dt =

[(
1− 2M (U)

Rs

)
+ 2

dRs

dU

] 1
2

dU , (2.71)

R (τ) = Rs (T ) = rs (u) . (2.72)

Utilizando la transformación de coordenadas que permite pasar de las coordenadas de
radiación (U,R,Θ,Φ) a las coordenadas de Schwarzschild (t, r, θ, φ) [42]:

dt = dU +
dR

(1− 2M
R

)
e−2β, (2.73)

dr = dR, (2.74)

dθ = dΘ, (2.75)

dφ = dΦ, (2.76)

se obtiene
dU

dt
= 1− 1

(1− 2M
R

)

dr

dt
. (2.77)

Al evaluar esta última expresión en la superficie resulta[
dU

dt

]
s

= 1− 1

(1− 2M
Rs

)

drs
dt

, (2.78)

pero utilizando (2.74)
drs
dt

=
dRs

dU

dU

dt
, (2.79)

el resultado es el siguiente[
dU

dt

]
s

=

(
1− 2M

Rs

)[(
1− 2M

Rs

)
+
dRs

dU

]−1

. (2.80)

Con (2.80), la condición sobre la igualdad de la primera forma fundamental (2.71) se
puede escribir de la siguiente manera

e2νs

[(
1− 2M

Rs

)
+
dRs

dU

]2

−
(

1− 2M

Rs

)3

=

[
e2λs

(
dRs

dU

)2

+ 2
dRs

dU

](
1− 2M

Rs

)2

, (2.81)

la cual se satisface śı

e2νs = 1− 2M

rs
, (2.82)

e2λs =

(
1− 2M

rs

)−1

. (2.83)
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En lugar de calcular las componentes para las cantidades de la segunda forma funda-
mental, una manera equivalente de acoplar ambas métricas, es exigir la continuidad de las
ecuaciones (2.82) y (2.83) y de la continuidad del flujo radial de momento a través de la
superficie S [43], es decir, [

Tab e
aηb
](−)

=
[
Tab e

aηb
](+)

, (2.84)

donde ea(±) es el siguiente vector unitario:

ea(−) = e−ν/2 [1, 0, 0, 0] , (2.85)

ea(+) = U̇

[
1,
dR

dU
, 0, 0

]
. (2.86)

aqúı, el punto indica derivada respecto a τ .
Si se considera el tensor de materia para un fluido anisótropo, de densidad de enerǵıa

ρ, presión radial P , presión tangencial P⊥ y con conducción de calor definido a través del
vector flujo de calor fa, (faf

a = −q2), donde q es la densidad del flujo de radiación:

Tab = (ρ+ P⊥)uaub − P⊥gab + (P − P⊥)nanb + faub + fbua , (2.87)

con nµ como un vector tipo espacio, y donde

ua = eν/2δ0
a , na = eλ/2δ1

a , fa = −qna , (2.88)

y para el exterior

T
(+)
ab = − 1

4πR2

dM

dU
δ0
aδ

0
b , (2.89)

entonces, las cantidades ηa(±) calculadas a partir de la ecuación (2.64) son las siguientes

ηa(−) = −e−λ/2 [0, 1, 0, 0] , (2.90)

ηa(+) = U̇

[
1,−

(
1− 2M

rs
+
dR

dU

)
, 0, 0

]
, (2.91)

por lo tanto, la igualdad (2.84) resulta en:

8πqs = − U̇2

4πR2
s

dM

dU
. (2.92)

Para que las variables f́ısicas que aparecen en el tensor de enerǵıa-impulso no presenten
comportamientos singulares en la superficie se puede exigir lo siguiente [44][

Tab η
aηb
](−)

=
[
Tab η

aηb
](+)

, (2.93)

lo cual nos lleva al siguiente resultado:

8π[P ]s = − U̇2

4πR2
s

dM

dU
. (2.94)
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Por lo tanto, la presión en la superficie es distinta de cero y será igual a la densidad de
enerǵıa por conducción de calor [43]

[q]s = [P ]s . (2.95)

En resumen, las condiciones necesarias y suficientes para acoplar las métricas (2.65) y
(2.66) sobre la superficie de separación S se satisfacen si se cumplen las ecuaciones (2.71),
(2.72), (2.92) y (2.94) (o de manera equivalente (2.95)).

2.5. Aceptabilidad f́ısica y condiciones de enerǵıa

Cuando se quiere resolver el conjunto de ecuaciones de Einstein, en el caso de distri-
buciones de materia acotadas, muchas veces se recurre a hipótesis simplificadoras. Estas
simplificaciones pueden llevar a soluciones con un pobre contacto con situaciones f́ısicas
reales, es decir, muchas veces las soluciones describen situaciones no f́ısicas. Es entonces ne-
cesario establecer un conjunto mı́nimo de condiciones de aceptabilidad sobre las soluciones
para establecer si éstas tienen sentido f́ısico o no [45]. El conjunto de condiciones se puede
resumir de la manera siguiente:

La densidad debe ser positiva y su gradiente debe ser negativo dentro de la distribución
de materia.

ρ > 0 y
∂ρ

∂r
< 0 . (2.96)

Adicionalmente, también estableceremos que:

La presión radial debe ser positiva y su gradiente debe ser negativo

P ≥ 0 y
∂P

∂r
< 0 . (2.97)

La velocidad del sonido debe ser menor que c.

vs
2 ≡ ∂P

∂ρ
≤ 1 . (2.98)

Ahora bien, el problema de verificar las condiciones de enerǵıa está estrechamente rela-
cionado con el problema de autovalores del tensor de enerǵıa-impulso [36]

T ba v
a = λ vb , (2.99)

donde va es el autovector correspondiente al autovalor λ. La ecuación caracteŕıstica para la
ecuación de autovalores anterior es

| T ba − λδba |= 0 , (2.100)

de manera que los autovalores λ son las ráıces de la ecuación caracteŕıstica.
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Con la expresión para el tensor de enerǵıa-impulso (2.87) y la ecuación (2.100) se tienen
los siguientes autovalores λ

λ0 =
1

2
[ρ− P + ∆] , (2.101)

λ1 =
1

2
[ρ− P −∆] , (2.102)

λ2 = −P⊥ , (2.103)

λ3 = −P⊥ , (2.104)

donde
∆ =

[
(ρ+ P )2 − 4q2

]1/2
. (2.105)

Por lo tanto, una de las condiciones que debe ser tomada en cuenta es que la cantidad
subradical de la expresión para ∆ sea mayor que cero, es decir

ρ+ P ≥ 2q . (2.106)

Kolassis, Santos y Tsoubelis [45] investigan las condiciones de enerǵıa para fluidos im-
perfectos y para el caso de fluidos anisótropos genéricos se tiene que la Condición de Enerǵıa
Débil se cumple śı y sólo śı, además de (2.106), se satisface

ρ− P + ∆ ≥ 0 . (2.107)

La Condición de Enerǵıa Dominante es satisfecha śı y sólo śı, además de (2.106), se cumplen

ρ− P ≥ 0 , (2.108)

ρ− P − 2P⊥ + ∆ ≥ 0 . (2.109)

Finalmente, la Condición de Enerǵıa Fuerte es satisfecha śı y solo śı, además de (2.106), se
cumple también

2P⊥ + ∆ ≥ 0 . (2.110)

2.6. Simetŕıas en Relatividad General

En Relatividad General se define una simetŕıa geométrica, o colineación, a una relación
de la forma

£ξΩ = Ξ , (2.111)

donde £ξ es el operador derivada de Lie en la dirección del campo vectorial ξa. Al vector
ξa se le denomina vector de colineación o de simetŕıa. El objeto Ω puede ser alguna de las
cantidades que aparecen en las ecuaciones de Einstein (2.1), o cantidades derivadas de ellas,
como: gab, Rab y Γabc. El tensor Ξ debe tener la misma simetŕıa en los ı́ndices que Ω.

Los diferentes tipos de simetŕıas, se definen a través de las propiedades de invariancia de
los campos tensoriales fundamentales de la teoŕıa, y pueden ser los siguientes [46]
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1. Colineaciones de Ricci: £ξRab = 0 .

2. Colineaciones de Curvatura: £ξR
a
bcd = 0 .

3. Colineaciones Proyectivas de Weyl: £ξW
a
bcd = 0 .

4. Colineaciones Afines: £ξΓ
a
bc = 0 .

5. Colineaciones Conformes: £ξgab = 2ψgab .

En el caso del tensor métrico, se definen las isometŕıas como un grupo de transformaciones
que dejan invariante la forma de g bajo un cambio de coordenadas: xµ → x̂ µ, es decir,

ĝab(x̂
µ) = gab(x

µ) . (2.112)

De la ley de transformación

gab(x
µ) =

∂x̂c

∂xa
∂x̂d

∂xb
ĝcd(x̂

µ) , (2.113)

de (2.112), de considerar una transformación de coordenadas infinitesimal, x̂a = xa+αξa(xµ),
con α � 1, y tomando en cuenta sólo los términos hasta primer orden en α, se llega a la
ecuación: [47]

gab
∂ξa

∂xc
+ gca

∂ξa

∂xb
+ ξa

∂gcb
∂xa

= 0 . (2.114)

Como ξb = gabξ
a, de la expresión (2.114) se obtiene la ecuación de Killing

∂ξa
∂xb

+
∂ξb
∂xa
− 2ξcΓ

c
ba = 0 , (2.115)

la cual se puede escribir de una forma más compacta como:

ξa;b + ξb;a = 0 . (2.116)

Los vectores de Killing (ξ) generan el grupo de isometŕıas que dejan la forma de la métrica
invariante. El problema de hallar las isometŕıas de un espacio-tiempo se reduce al problema
de encontrar todos los vectores de Killing para un tensor métrico dado.

En particular, el campo gravitacional es simétricamente esférico, śı y sólo śı, existen tres
vectores de Killing linealmente independientes que satisfacen [3]

[ξa, ξb] = εabc ξc , (2.117)

donde εabc es un tensor completamente antisimétrico y con ε123 = 1. En coordenadas esféricas,
estos vectores resultan ser

ξ1 = senφ ∂θ + cot θ cos φ ∂φ, (2.118)

ξ2 = − cos φ ∂θ + cot θ senφ ∂φ, (2.119)

ξ3 = −∂φ. (2.120)
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A través de las ecuaciones de Killing se llega al espacio métrico con simetŕıa esférica más
general, que es el espacio-tiempo descrito por la ecuación (2.7) [48].

Es posible también estudiar cómo se reflejan algunas de estas simetŕıas en los campos
f́ısicos descritos por el tensor de enerǵıa-impulso. Mason y Tsamparlis [49] hacen referencia
a esta propiedad, conocida como herencia de simetŕıa. Maartens, Mason y Tsamparlis [50]
definen la herencia de simetŕıa a través de la existencia de simetŕıas conformes si el fluido
representado por el tensor de enerǵıa-impulso permite la siguiente correspondencia entre las
ĺıneas de flujo del fluido

£ξu
a = −ψ(xµ)ua + va, (2.121)

para un vector ξa paralelo a la cuadrivelocidad ua, y donde va es un vector tipo-espacio
ortogonal a ua (vaua = 0). En [51] se estudian las consecuencias que pueden aparecer so-
bre la ecuación de estado. Estos estudios muestran una clara vinculación entre simetŕıas e
hidrodinámica.

2.6.1. Simetŕıas conformes

Existe la posibilidad de extraer soluciones anaĺıticas de las ecuaciones de Einstein bajo la
hipótesis adicional de que el espacio-tiempo admite un grupo uniparamétrico de movimientos
conformes. Este argumento simplificador ha permitido hallar soluciones en otras circunstan-
cias (Ver: [51] - [54]) y por lo tanto resulta sugestivo considerar esta posibilidad en el caso
de fluidos no locales.

Una transformación conforme es una aplicación entre espacios métricos que representa
un cambio de escala local. Si M y M̃ son dos espacio-tiempos relacionados por una trans-
formación conforme, entonces

g̃ab = eΨ(xµ)gab . (2.122)

Si el espacio-tiempo admite una simetŕıa conforme y si el factor conforme Ψ(xµ) es una
constante, la transformación (2.122) se conoce con el nombre de transformación de auto-
similaridad, o una isometŕıa en el caso en que Ψ(xµ) sea igual a cero.

La transformación infinitesimal, xa → xa + ξa(xµ), define una Colineación Conforme, si
existe un campo vectorial ξa(xµ) que satisface

£ξgab = ξa;b + ξb;a = ψ(xµ)gab , (2.123)

donde ψ (xµ) es una función escalar.
Las ecuaciones (2.123) tienen como solución un conjunto de r vectores ξa(k)(x

µ), con

k = 1, .., r, llamados Vectores de Killing Conformes (VKC), los cuales definen un grupo de
simetŕıa o de invariancia r-paramétrico.

En general, los VKC no dejan invariante el tensor de Ricci, pero preservan el tensor de
Weyl

£ξC
a
bdc = 0 , (2.124)

donde:

Cabcd = Rabcd +
1

2
(gadRcb + gbcRda − gacRdb − gbdRca) +

1

6
(gac gdb − gadgcb)R . (2.125)
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En el caso con simetŕıa esférica, es de decir, a partir de (2.7), se puede demostrar que
la componente diferente de cero del tensor de Weyl, se puede escribir en términos de Cφ

θφθ.
Esto es:

W ≡ r

2
Cφ
θφθ =

r3

6

[[
λ̇2 − ν̇λ̇+ λ̈

]
e−2 ν +

[
ν ′λ′ − ν ′′ − ν ′2 +

ν ′ − λ′

r
− 1

r2

]
e−2λ +

1

r2

]
.

(2.126)
Las ecuaciones (2.124) constituyen el conjunto de condiciones de integrabilidad de las

ecuaciones (2.123).
Toda Colineación Conforme debe también satisfacer:

£ξΓ
a
bc = δabψ;c + δacψ;b − gbcgadψ;d , (2.127)

£ξRab = −gab�ψ − 2ψ;ab , (2.128)

£ξR = −6�ψ − 2ψR , (2.129)

donde � es el operador laplaciano definido por: �ψ ≡ gabψ;ab.
Algunos casos particulares son los siguientes: ξa se denomina un Vector de Killing Confor-

me Especial (VKCE) si ψ;ab = 0. Un Vector de Killing Homotécico o una Homotecia (VKH)
si ψ;a = 0. Un Vector de Killing (VK) si ψ = 0.

En cuanto al número de VKC de un espacio métrico se pueden señalar los siguientes
teoremas [55]:

Teorema 1 El conjunto de VKC que un espacio-tiempo admite, forma un álgebra de
Lie. La dimensión máxima del álgebra para variedades de dimensión n es: 1

2
(n+ 1) (n+ 2).

Cuando este número máximo es alcanzado, el espacio-tiempo se dice que es conformemente
plano, o lo que es equivalente a que Ca

bcd = 0.

Teorema 2 La dimensión máxima del álgebra de Lie de los VKC para un espacio-tiempo
que no es conformemente plano es 7.



Caṕıtulo 3

Ecuaciones de estado para materia
ultradensa

Nuestro principal problema es el de resolver el sistema representado por las ecuaciones
de Einstein dentro de un medio material y, por lo general, se tienen más incógnitas que ecua-
ciones. Resulta necesario suministrar algún tipo de información adicional sobre la naturaleza
del medio material en estudio y la manera más simple de suministrar esta información es a
través de una ecuación de estado.

Las ecuaciones de estado son ecuaciones que relacionan variables como la presión y la
densidad y, de manera general, pueden ser ecuaciones que expresan de forma expĺıcita pro-
piedades microscópicas del material a través de su estado termodinámico o ecuaciones que
expresan las propiedades de la materia a través de su respuesta a interacciones de gran escala
como la gravedad, la rotación del fluido o campos electromagnéticos.

Existe una gran incertidumbre en cuanto al conocimiento de una ecuación de estado
que permita describir las propiedades de la materia a densidades mayores que la densidad
nuclear (≈ 2,48×1014 gr/cm3), esto se debe a nuestra incapacidad para verificar los procesos
microscópicos de la materia nuclear a densidades tan altas [3]-[7].

Sin embargo, una enorme cantidad de trabajos se han realizado para investigar y proponer
ecuaciones de estado de manera tal que se pueden considerar, en términos generales, algunas
propiedades importantes de los objetos compactos como lo es la existencia de por lo menos dos
reǵımenes principales de alta densidad. A medida que los nucleones se van confinando dentro
del núcleo, todav́ıa la contribución que aportan a la presión total en la estrella es despreciable
comparada con la presión ejercida por los electrones degenerados, se va alcanzando una
densidad ĺımite en la cual el núcleo comienza a desintegrarse. Cuando se traspasa este umbral
en la densidad comienza lo que se llama un “goteo de neutrones” y esto origina la formación
de un “gas de neutrones”. La ecuación de estado propuesta por Baym, Pethick y Sutherland,
ecuación BPS [56], sugiere que esta densidad cŕıtica ocurre aproximadamente en ρgoteo ≈
4×1011 gm cm−3. Este valor permite hacer una distinción entre una ecuación de estado para
densidades menores a ρgoteo, que caracteriza el interior de objetos del tipo de las estrellas
enanas blancas, y densidades mayores a ρgoteo, que caracteriza el interior de objetos del tipo
de las estrellas de neutrones.

25
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Por otro lado, se han desarrollado muchos modelos para describir la materia ultradensa
desde aproximaciones no relativistas, esto se ha hecho considerando las interacciones entre
nucleones como potenciales que se ajustan a los datos obtenidos del scatering para sistemas
nucleón-nucleón. Estas teoŕıas, basadas en potenciales para sistemas de muchos cuerpos,
tienen el gran problema de que violan la causalidad cuando la velocidad del sonido dentro
de la materia alcanza valores mayores a la velocidad de la luz. Sin embargo, logran predecir
valores bastante aceptables para la masa máxima de las estrellas de neutrones aśı como
también valores aceptables para sus radios.

Como existe una gran incertidumbre sobre las propiedades de la materia ultradensa,
resulta razonable tratar de hacer un estudio de la materia nuclear utilizando todas las he-
rramientas disponibles a través de las leyes f́ısicas y dentro del marco de la teoŕıa de la
Relatividad General. La aproximación más simple que se puede hacer para tratar de esta-
blecer una ecuación de estado es la de suponer la materia como un gas de fermiones libres:
protones, neutrones y electrones que no interactúan entre śı. En este caso, la materia se
encuentra en el régimen donde ρ < ρgoteo y prácticamente lo que se tiene es un gas de elec-
trones. Estos electrones se pueden tratar en la aproximación de un gas ideal de fermiones,
como se muestra a continuación.

3.1. El método de la mecánica estad́ıstica

Este primer ejercicio para el cálculo de una ecuación de estado para un gas de fermiones
permitirá fijar algunas ideas e introducir la notación necesaria para un estudio posterior. En
lo que sigue se considera un medio material compuesto de un gas idealizado de protones,
neutrones y electrones en equilibrio. El equilibrio es debido al hecho de que el gas ha alcanzado
su estado base fundamental: todos los estados cuánticos para los protones y electrones están
ocupados, lo que significa que el gas se encuentra en su estado de enerǵıa más bajo permitido,
el gas se dice que es degenerado y a esta enerǵıa se le denomina la enerǵıa de Fermi. Por
otro lado, como el número bariónico es conservado, la densidad bariónica puede ser utilizada
como variable independiente en la ecuación de estado, y a pesar de que las diferentes especies
de bariones podrán transformarse de alguna manera, también se supondrá que no existe
variación en la carga bariónica, es decir, el gas será eléctricamente neutro.

En f́ısica estad́ıstica la descripción de un gas se realiza definiendo primero que todo un
espacio de fase de dimensión 6, donde las part́ıculas se caracterizan por sus coordendas
y sus respectivos momentos. En este sentido, es viable definir una función de distribución
f = f(x, p, t) que represente el número de part́ıculas, que en un tiempo t, se encuentren
dentro de un volumen d3x y posean un momento dentro del espacio de momento d3p. Esto
significa que si contamos el número de puntos en el elemento de volumen d3x d3p el resultado
por definición es f(x, p, t) d3x d3p. Si se quiere cubrir todo el espacio de fase podemos hacer
la aproximación ∑

f(x, p, t) d3x d3p ≈
∫
f(x, p, t) d3x d3p . (3.1)
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La densidad numérica para cada especie en este espacio de fase se puede escribir como

n =
ζ

h3

∫
f(x, p, t) d3p , (3.2)

donde h3 es el volumen de una celda en el espacio de fase (h = 2π~ es la constante de Plank)
y ζ es el número de estados de una part́ıcula para algún valor de momento p dado (peso
estad́ıstico). Para fermiones ζ = 2.

Para un gas ideal de Fermi en equilibrio, la función f tiene la forma:

f(E) =
1

e[(E−µ)/kT ] + 1
, (3.3)

donde k es la constante de Boltzmann, µ el potencial qúımico y

E =
(
p2 +m2

)1/2
, m = masa en reposo . (3.4)

El momento p de la part́ıcula y el número de onda k se relacionan, como es sabido,
por p = ~k, pero como estamos utilizando unidades geometrizadas, ~ = c = 1, podemos
referirnos a k como el momento.

Para fermiones completamente degenerados la temperatura se considera mucho menor
que la enerǵıa de Fermi, de manera que EF = µ

T << EF =
(
k2
F +m2

)1/2 ⇒ f(E) =

{
1 E ≤ EF
0 E > EF

.

En este sentido, se puede decir que lo que tenemos es un gas de fermiones a temperatura
cero, donde los fermiones ocupan todos los estados posibles con momento k < kF .

La densidad de enerǵıa se puede escribir de la siguiente manera

ρ =
ζ

h3

∫
E f(x, p, t) d3k . (3.5)

La presión isótropa, o el flujo de momento donde la velocidad es v = k/E, viene dada por:

P =
ζ

3h3

∫
k2

E
f(x, p, t) d3k . (3.6)

Al integrar, en coordenadas esféricas, se obtiene que los fermiones contribuyen a la den-
sidad bariónica, a la densidad de enerǵıa y a la presión de la siguiente manera:

n =
2

(2π)3

∫
0

kF

4πk2dk =
1

π2

∫
0

kF

k2dk , (3.7)

ρ =
2

(2π)3

∫
0

kF

4π
(
k2 +m2

)1/2
k2dk =

1

π2

∫
0

kF (
k2 +m2

)1/2
k2dk , (3.8)

P =
1

3

2

(2π)3

∫
0

kF

4π
k2

(k2 +m2)1/2
k2dk =

1

3π2

∫
0

kF k4

(k2 +m2)1/2
dk . (3.9)
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Las diferentes integrales que aparecen en las ecuaciones anteriores tienen solución anaĺıtica,
por lo tanto, la ecuación de estado resulta ser:

n =
k3

3π2
, (3.10)

ρ =
1

4π2

[
µk

(
µ2 − 1

2
m2

)
− 1

2
m4 ln

(
µ+ k

m

)]
, (3.11)

P =
1

12π2

[
µk

(
µ2 − 5

2
m2

)
+

3

2
m4 ln

(
µ+ k

m

)]
, (3.12)

donde µ = (k2
F +m2)

1/2
es la enerǵıa de Fermi o potencial qúımico y kF el momento de

Fermi. En principio es posible eliminar kF de las ecuaciones anteriores de manera tal que es
posible obtener ρ(n) y P (n).

La ecuación de estado para un gas ideal de Fermi permite dos importantes correcciones,
una de ellas es la incorporación del decaimiento beta inverso y la otra debida a interacciones
electrostáticas. En BPS se encuentra que al incorporar estas correcciones aparece una densi-
dad cŕıtica a partir de la cual se produce lo que se denomina un goteo de neutrones, es decir,
los núcleos se desintegran y se forma un gas de neutrones. La ecuación de estado BPS sugiere
que la densidad a partir de la cual comienza el goteo de neutrones es ρgoteo ≈ 4×1011 g cm−3.
Se puede hablar entonces de dos reǵımenes de alta densidad, en uno (ρ < 4 × 1011 g cm−3)
todos los nucleones están confinados y su presión es despreciable a la de los electrones dege-
nerados, y otro (ρ > 4×1011 g cm−3) donde la presencia de neutrones libres es tan importante
que pasan a suministrar un mayor aporte a la presión que la de los electrones.

3.2. El método de la teoŕıa de campos

En la literatura se puede encontrar una gran cantidad de trabajos donde se desarrollan
métodos de teoŕıa de campos para modelar las propiedades de equilibrio de materia ultraden-
sa. Desde el punto de vista de esta teoŕıa, el sistema se describe por bariones que interactúan
a través de campos escalares y vectoriales.

En la teoŕıa de campos en lugar de especificar las propiedades de la materia a través
de un tensor del tipo T ab(xa), la descripción se realiza con un conjunto de N objetos
φ1(xa), φ2(xa), ..., φN(xa). Estos campos son los objetos primarios con los cuales se realiza la
descripción cinemática de las propiedades f́ısicas de determinado sistema.

3.2.1. El modelo σ − ω − ρ en la aproximación del campo-medio
relativista

En lo que sigue se hace un resumen donde se muestran los pasos más importantes para
la determinación de la ecuación de estado para estrellas de neutrones siguiendo el esquema
presentado por N. K. Glendenning (ver: [7]).

Consideremos los campos para las siguientes part́ıculas: los nucleones (protones y neu-
trones), el mesón escalar σ, el mesón vectorial ω y el isovector ρ.
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El siguiente lagrangiano será el que describe el sistema

L = LB + Lσ + Lρ + Lλ , (3.13)

donde:

LB =
∑
B

ψ̄B

(
iγa∂

a −mB + gσB σ − gωB γaωa −
1

2
gρB γaτ · ρa

)
ψB , (3.14)

corresponde a los lagrangianos para los bariones y sus interacciones para los campos σ,
ω, ρ. La suma se lleva a cabo sobre todas las especies bariónicas B, el octeto bariónico:
p, n,Λ,Σ+,Σ−,Σ0,Ξ−,Ξ+. Las constantes de acoplamiento gσB, gωB, gρB son cantidades a
determinar. El término 1

2
gρB γaτ · ρa, donde τ = (τ1, τ2, τ3) representa la matrices de Pauli,

corresponde al lagrangiano para la interacción del campo ρ con el campo isosṕın de los
nucleones.

El siguiente se corresponde al lagrangiano tipo Klein-Gordon para los campos escalares
y vectoriales de los mesones σ, ω y sus interacciones con los bariones

Lσ =
1

2

(
∂aσ∂

aσ −m2
σσ

2
)
− 1

4
ωabω

ab +
1

2
m2
ωωaω

a , (3.15)

El lagrangiano Lρ corresponde al mesón isovector ρ, con las constantes adimensionales,
B y C, es:

Lρ = −1

4

(
ρab · ρab

)
+

1

2
m2
ρ (ρa · ρa)−

1

3
Bmn (gσσ)3 − 1

4
C (gσσ)4 . (3.16)

Finalmente, el lagrangiano que permite introducir los agentes necesarios para suministrar
la neutralidad en la carga del sistema, es decir los leptones (electrones y muones), se puede
escribir como:

Lλ =
∑
λ

ψ̄λ (iγa∂
a −mλ)ψλ . (3.17)

En la representación de momentos, la ecuación de Dirac para los bariones que se obtiene a
partir de (3.13) es:[

γaka −mB + gσBσ − gωBγaωa −
1

2
gρBγaτ3ρ

a
3

]
ψB(k) = 0 . (3.18)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange que se derivan de esta teoŕıa se resuelven reemplazando
los campos de los mesones por sus valores medios para materia uniforme estática (derivadas
espaciales y temporales son despreciadas), y las corrientes para los nucleones, por sus valores
esperados, esto significa que se lleva a cabo la siguiente sustitución para los campos de
mesones: σ → < σ >, ωa → < ωa > y ψ̄ψ → < ψ̄ψ >. Esta aproximación, como ya lo
hemos mencionado, se denomina aproximación para el campo medio, MFA por sus siglas
en inglés (mean-field approximation). Las ecuaciones de campo para los mesones quedan
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entonces como:

m2
σ < σ > =

∑
B

gσB < ψ̄ψ > −bmn gσ(gσσ)2 − c gσ(gσσ)3 , (3.19)

m2
ρ < ρ >03 =

∑
B

gρBI3B < ψ†ψ > , (3.20)

m2
ω < ω >0 =

∑
B

gωB < ψ†ψ > , (3.21)

donde I3B es la componente 3 isospin por barión. La densidad de bariones (componente
temporal de la corriente bariónica conservada) se calcula a partir de

ρb =< ψ†ψ > , (3.22)

y la densidad escalar a partir de
ρs =< ψ̄ψ > . (3.23)

La ecuación de estado se determina a partir del tensor enerǵıa y momento canónico

T ab = −gabL+
∑
φ

∂L
∂(∂aφ)

∂bφ , (3.24)

dando como resultado que la densidad de enerǵıa queda como:

ρ =< T00 > =
1

3
bmn(gσσ)3 +

1

4
c(gσσ)4 +

1

2
m2
σσ

2 +
1

2
m2
ωω

2
0 +

1

2
m2
ρρ

2
03

+
∑
B

2JB + 1

2π2

∫ kB

0

√
k2 + (mB − gσBσ)2 k2dk

+
∑
λ

1

π2

∫ kλ

0

√
k2 +m2

λ k
2dk , (3.25)

y la presión isótropa:

P =
1

3
< Tii > = −1

3
bmn(gσσ)3 − 1

4
c(gσσ)4 − 1

2
m2
σσ

2 +
1

2
m2
ωω

2
0 +

1

2
m2
ρρ

2
03

+
1

3

∑
B

2JB + 1

2π2

∫ kB

0

k4dk√
k2 + (mB − gσBσ)2

+
1

3

∑
λ

1

π2

∫ kλ

0

k4dk√
k2 +m2

λ

. (3.26)

La densidad de masa-enerǵıa y la presión son funciones de la densidad bariónica a través del
momento de Fermi kB para cada especie. Cuando la soluciones de las ecuaciones anteriores
(las cuales deben incluir también las condiciones para la neutralidad de la carga y el equilibrio
qúımico) son obtenidas, es posible obtener una ecuación de estado de la forma P = P (ρ), o
la inversa ρ = ρ(P ).
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Las ecuaciones para la estructura estelar, las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff,
nos proveen una familia 1-paramétrica de modelos estelares. La integración numérica de estas
ecuaciones se lleva a cabo hasta que la presión se hace cero para algún punto particular de
la coordenada radial r = rs. Este valor de la coordenada radial indica el borde exterior de
la estrella y la masa total M = M(rs). Por otro lado, al escoger diferentes valores para la
densidad central se puede determinar la masa ĺımite permitida para una configuración de
materia estable.

En 1985, Glendenenning [57] hace una extensión del formalismo anterior para obtener
una ecuación de estado de estrellas de hiperones. Estas estrellas son objetos en donde los
nucleones se convierten en hiperones, se estima que la población de hiperones alcanza entre
un 15 %− 20 % del total de bariones constituyentes del núcleo estelar.

Debido a los enormes esfuerzos computacionales para incluir diferentes combinaciones de
densidades y temperaturas, resulta de gran interés estudiar la posibilidad de considerar ecua-
ciones de estado anaĺıticas. Tales ecuaciones de estado son una herramienta efectiva porque
pemiten realizar simulaciones hidrodinámicas de manera rápida y su grado de aproximación
a los modelos numéricos más complejos se hace, por lo general, realizando un ajuste sobre
los parámetros que se incorporan en estos modelos anaĺıticos.

En la siguiente sección se presentará y se discutirá la aproximación que se llevará a cabo
es este trabajo con el fin de estudiar la materia ultradensa, se propondrá una ecuación de
estado anaĺıtica dentro del marco de la teoŕıa de la Relatividad General. Por otra parte,
una aplicación de esta aproximación anaĺıtica utilizando el formalismo del campo-medio
relativista anteriormente expuesto, se considerará en el caṕıtulo 4.

3.3. Un método anaĺıtico: Ecuación de Estado no Local

Las ecuaciones diferenciales que gobiernan la teoŕıa de la Relatividad General contie-
nen un conjunto de consideraciones geométricas que tienen que ver con la estructura del
espacio-tiempo, estas consideraciones geométricas se basan en la idea de que el espacio y
el tiempo se pueden representar por una variedad riemanniana y la interacción fundamen-
tal que existe entre la materia y la gravitación. La relación curvatura del espacio-tiempo y
materia se encuentra contenida en las famosas ecuaciones de Einstein, y desde un punto de
vista puramente matemático el problema se reduce al de encontrar el mayor número posible
de soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein.

Las soluciones exactas permiten establecer un camino para el entendimiento y descu-
brimiento de fenómenos relativistas, siendo una base conveniente para desarrollar métodos
perturbativos. También son una buena referencia para la verificación de soluciones numéricas.

Por otra parte, uno de los fenómenos astrof́ısicos más estudiados es el que tiene que ver
con la dinámica del colapso gravitacional. Al colapsar un objeto ultradenso se producen en
su interior una serie de efectos termodinámicos por el hecho de que el núcleo se vuelve opaco
al flujo de los neutrinos, trayendo como consecuencia una reducción considerable de la lumi-
nosidad de la estrella. Para lograr una posible termalización, que posteriormente lleve a la
estrella a un nuevo estado de equilibrio, deben ocurrir en el interior del núcleo de la estrella
diferentes procesos de emisión térmica y de neutronización. Esta mezcla tan particular de



32 CAPÍTULO 3. ECUACIONES DE ESTADO PARA MATERIA ULTRADENSA

radiación y materia da origen a efectos viscosos, ya que se produce un intercambio de mo-
mento entre las diferentes capas del material, incrementando inevitablemente la anisotroṕıa
de la estrella.

A medida que el proceso de colapso avanza y la materia se hace más densa, es posible
que la densidad exceda de manera significativa la densidad nuclear de ρ0 ≈ 2,0 × 1014

gr cm−3, el conocimiento de su estructura y su composición se hace cada vez más incierta.
El cálculo de la ecuación de estado a densidades ρ > 2ρ0, lo que se conoce como el núcleo
interior de la estrella, se convierte en prácticamente un desaf́ıo intelectual y únicamente una
aproximación teórica es posible ya que un escenario con estas caracteŕısticas es irreproducible
en un laboratorio terrestre. Las dificultades para obtener una ecuación de estado son muchas,
ya que se necesita poder resolver el problema de muchos cuerpos para un sistema muy denso
con interacciones fuertes.

En 1939 Oppenheimer y Volkoff (y simultáneamente Tolman) calcularon por primera vez
un modelo de estrellas de neutrones usando una solución exacta de las ecuaciones de equilibrio
hidrostático en Relatividad General. Para tal fin, consideraron la ecuación de estado de un
gas de Fermi de neutrones a temperatura cero para obtener una masa máxima de 0, 71M�.
Esta masa ĺımite no era ni la mitad de la masa de Chandrasekhar para estrellas del tipo de
las enanas blancas.

El interés principal de este trabajo tiene que ver con la posibilidad de establecer una
descripción para un medio material ultradenso desde un punto de vista netamente anaĺıtico,
es decir, sin recurrir a métodos númericos en la mediada de lo posible. Este punto de vista
permitirá el desarrollo de modelos de estrellas de neutrones e incluso seguir la evolución de
posibles escenarios de colapso gravitacional. Básicamente, el método consiste en suminis-
trar ad hoc una ecuación de estado algebraica que presupone una relación simple entre las
variables macroscópicas, como la densidad y presión.

La ecuación de estado no local que se propone es la siguiente:

P = ρ− 2

r3

∫ r

0

r̄2

[
ρ+ 2qω + P ω2

1− ω2

]
dr̄ . (3.27)

A diferencia de la ecuación (1.1), la ecuación (3.27) es una generalización para el caso
dinámico, es decir, el fluido puede ser considerado como un medio material esférico que puede
radiar enerǵıa a medida que colapsa. El término de No Local tiene que ver con el hecho de
que en la ecuación (3.27) existe un comportamiento que considera el efecto colectivo de las
variables f́ısicas ρ(r, t), P (r, t), q(r, t), ω(r, t) sobre toda la distribución de materia. Esto
significa que la presión radial P no sólo es una función de la densidad de masa-enerǵıa en
un punto, sino que existe un efecto adicional por medio de un funcional que toma en cuenta
las otras variables, incluyendo la misma presión, a través de toda la distribución de materia.
Esto hace que (3.27) no sea una ecuación de estado tradicional, en el sentido de que la
presión sea únicamente función de la densidad, en este caso, (3.27) podŕıa ser denominada
una ecuación de estado integral. Cuando se considera estaticidad (ω = 0), (3.27) śı resulta
en una ecuación de estado del tipo P = P (ρ):

P = ρ− 2

r3

∫ r

0

ρ r̄2 dr̄ . (3.28)
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Ahora bien, se puede obtener una mayor comprensión f́ısica del significado de la no
localidad en la ecuación (3.28) si ésta se reescribe de la siguiente forma:

P (r) = ρ(r)− 2

3
〈ρ〉r , con 〈ρ〉r =

∫ r
0

4πr̄2ρ(r̄) dr̄
4π
3
r3

=
M(r)

V (r)
. (3.29)

Claramente, el término no local representa la función densidad promedio 〈ρ〉r sobre el vo-
lumen contenido dentro de una esfera de radio r. Adicionalmente, la ecuación (3.29) también
puede escribirse como

P (r) =
1

3
ρ(r) +

2

3
[ρ(r)− 〈ρ(r)〉] =

1

3
ρ(r) +

2

3
σρ, (3.30)

donde se ha utilizado el concepto estad́ıstico de desviación estándar, σρ, para el valor local
de la densidad de enerǵıa. Además, esta última ecuación se puede escribir de la manera que
se muestra a continuación.

P (r) = P(r) + 2σP(r) donde :


P(r) = 1

3
ρ(r) y

σP(r) =
(

1
3
ρ(r)− 1

3
〈ρ〉r

)
=
(
P(r)− P̄(r)

)
.

(3.31)

Si en un punto particular dentro de la distribución, el valor de la densidad ρ(r) se aproxima
a su valor promedio 〈ρ(r)〉, la ecuación de estado para la materia se comporta de manera
similar a la ecuación para un medio dominado por radiación: P (r) ≈ P(r) ≡ 1

3
ρ(r).

Por otro lado, es fácil notar que la ecuación (3.27) se puede reescribir como una ecuación
diferencial:

ρ− 3P + r (ρ′ − P ′)− 4ωq − [3ρ− P + r (ρ′ − P ′)] ω2 = 0 . (3.32)

Utilizando las ecuaciones de campo (2.51)-(2.52) esta última queda de la siguiente forma:[
T0

0 + 3T1
1 + r

(
T0

0 + T1
1
)′] (

1− ω2
)

= 0 , (3.33)

ecuación que se puede escribir, gracias a las ecuaciones de Einstein, como[
G0

0 + 3G1
1 + r

(
G0

0 + G1
1
)′] (

1− ω2
)

= 0 . (3.34)

Al introducir el elemento métrico (2.7) en (3.34) se obtiene la siguiente ecuación diferen-
cial de segundo orden

2 (λ′ − ν ′) + r
(

2λ′ν ′ − 2 (λ′)
2

+ λ′′ − ν ′′
)

= 0 , (3.35)

que puede integrarse formalmente para dar

ν = λ+ κ(t) , (3.36)

donde κ(t) es una función arbitraria.
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Con esta información el elemento métrico (2.7) queda de la siguiente forma:

ds2 = e2λe2κ dt2 − e2λ dr2 − r2
(
dθ2 + sen2θ dφ2

)
. (3.37)

Es claro que al proponer la ecuación de estado no local (3.27) se logra suprimir una de
las funciones métricas, como se puede ver en (3.36).

La evolución del colapso se obtiene directamente de las ecuaciones del campo gravitatorio,
que ahora resultan ser:

1

r2
+
e−2λ

r

[
2λ′ − 1

r

]
= 8π

[
ρ+ ω2P + 2ωq

1− ω2

]
, (3.38)

1

r2
− e−2λ

r

[
2λ′ +

1

r

]
= −8π

[
P + ω2ρ+ 2ωq

1− ω2

]
, (3.39)

2λ̇

r
= −8π

[
ω (ρ+ P ) + q (1 + ω2)

1− ω2

]
e(2λ+κ) , (3.40)[(

λ̈− κ̇λ̇
)
e−2κ − λ′′

]
e−2λ = −8π P⊥ . (3.41)

O si lo preferimos, y de manera equivalente, por las ecuaciones (2.55)-(2.58):

ρ =
e−2λ

[(
2rλ′ − e2λ + 1

)
ω2 − 1 + 2rλ′ − 4rωλ̇e−κ

]
+ 1

8πr2 (1− ω2)
, (3.42)

P = ρ− 1− e−2λ

4πr2
, (3.43)

q = − ω

1 + ω2
(ρ+ P )−

(
1− ω2

1 + ω2

)
λ̇ e−(2λ+κ)

4πr
, (3.44)

P⊥ = −e
−2λ

8π

[(
λ̈− κ̇λ̇

)
e−2κ − λ′′

]
. (3.45)

Es fácil ver que a partir de (3.43) se puede despejar la función masa

m(t, r) =
r

2

[
1− e−2λ

]
= 2πr3 (ρ− P ) . (3.46)

Por otra parte, de las condiciones de acoplamiento es claro que la condición sobre el único
elemento métrico libre que queda es:

κ = −2λs . (3.47)

Esto significa que la fución κ(t) se encuentra ı́ntimamante ligada al potencial gravitacional
en la superficie de la estrella:

eκ = 1− 2M(t)

rs(t)
. (3.48)

De la definición de la velocidad en coordenadas de Schwarzschild (2.42) se obtiene que
para una situación de colapso, con una EENL, resulta la siguiente relación en la superficie:

dr

dt

∣∣∣∣
s

≡ ṙs = ωs e
κ . (3.49)
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Otra caracteŕıstica importante, y que se verá con más detalle en los próximos caṕıtulos,
tiene que ver con el hecho de que los modelos obtenidos al imponer una EENL resultan ser
de naturaleza anisótropa en la presión, es decir, P⊥ 66= P .

Es bueno acotar que en el centro de simetŕıa se tiene que:

ĺım
r→0

e2λ = 1 ⇒ ĺım
r→0

e2ν = e2κ . (3.50)

Por la ecuación (3.32) evaluada en r = 0, donde ρ(0) ≡ ρc y P (0) ≡ Pc, resulta la siguiente
relación entre la densidad central y la presión central.

ρc = 3Pc . (3.51)

Esto significa que en el centro la materia se comporta igual que un gas de Fermi relativista.
En los siguientes caṕıtulos se estudiará el grado de aceptabilidad f́ısica de un medio

material altamente compacto cuando es representado por una EENL. En primer lugar, se
estudiará el caso estático para considerar la posibilidad de generar soluciones de las ecua-
ciones de Einstein, y en segundo lugar, construyendo modelos para posibles escenarios de
colapso gravitacional. Algunas consideraciones simplificadoras serán tomadas en cuenta, co-
mo la condición de que el fluido sea conformemente plano o que el espacio-tiempo admita
un grupo uniparamétrico de movimientos conformes.
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Caṕıtulo 4

Soluciones exactas estáticas con una
EENL

Aún en las situaciones más simples: simetŕıa esférica, caso estático y fluido perfecto, no
son muchas las soluciones exactas conocidas, y son pocas las que logran pasar las pruebas
más elementales que tienen que ver con su relevancia o condiciones de aceptabilidad f́ısica.
En un comienzo solo un número pequeño de soluciones exactas fueron discutidas, y surgieron
de problemas f́ısicos altamente idealizados. Aśı aparecieron las soluciones de: Schwarzschild,
Reissner y Nordström, Tolman, Friemann, Weyl y Kerr.

En cuanto a las técnicas más utilizadas para buscar soluciones exactas se pueden señalar:
el uso de campos vectoriales y sus invariantes, la clasificación algebraica del tensor de Weyl
(los tipos de Petrov), el método de las tétradas (las nulas de Newman y Penrose) y la
clasificación del tensor de Ricci libre de traza (notación de Segre y Plebański).

Es importante considerar el hecho de que las soluciones de las ecuaciones de Einstein
deben ser regulares en el centro de simetŕıa de la distribución, y esto requiere abordar el
problema de existencia y unicidad a partir de un análisis técnico sobre ecuaciones diferenciales
singulares. Rendall y Schmidt [58] muestran que dada una ecuación de estado y un valor de
la presión central, existe entonces una única solución global de las ecuaciones de Einstein
que representan un fluido estático con simetŕıa esférica.

En este caṕıtulo se desarrolla un método para obtener soluciones exactas, estáticas,
anisótropas, con simetŕıa esférica de las ecuaciones de Einstein. El método consiste en tomar
un perfil de densidad de una solución exacta conocida y a partir de ella generar soluciones
estáticas no locales. La solución utilizada como “ecuación semilla”no tiene que correspon-
der necesariamente con una solución para un fluido imperfecto, es decir, se tomarán de la
literatura algunas soluciones tanto para fluidos perfectos y no perfectos.

Esta forma algoŕıtmica de generar soluciones a partir de la introducción de una función
conocida ha sido ampliamente utilizada en los últimos años, incluso, existe toda una colec-
ción de técnicas para generar soluciones basadas en esta estrategia [59]. En el caso de fluidos
anisótropos, por lo general, se requieren dos funciones “semilla” como funciones de entra-
da para el algoritmo, sin embargo, en el método propuesto en este trabajo únicamente se
necesita suministrar una función de entrada. Debe quedar claro que si la función “semilla”

37
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se corresponde a una solución de las ecuaciones de Einstein que se considera f́ısicamente
aceptable, porque es regular y satisface la condiciones de enerǵıa, dif́ıcilmente el algoritmo
garantiza que las funciones obtenidas sean razonables desde el punto de vista f́ısico.

En el caso estático, el elemento métrico (3.37) resulta ser el siguiente

ds2 = e2λe2κ dt2 − e2λ dr2 − r2
(
dθ2 + sen2θ dφ2

)
, (4.1)

donde λ = λ(r) y κ es una constante.
Considerar el caso no dependiente del tiempo implica que la ecuación de estado propuesta

(3.27) se reduce a una expresión con la siguiente forma:

P (r) = ρ(r)− 2

r3

∫ r

0

r̄2ρ(r̄) dr̄ . (4.2)

Las ecuaciones de campo, que resultan del hecho de imponer la condición de no localidad
son:

ρ =
1− e−2λ (1− 2rλ′)

8πr2
, (4.3)

P = ρ− 1− e−2λ

4πr2
, (4.4)

P⊥ =
λ′′ e−2λ

8π
. (4.5)

donde
m(r) = 2πr3 (ρ− P ) . (4.6)

De la divergencia del tensor de enerǵıa-impulso T1a
;a = 0 se obtiene:

dP

d r
= − (ρ+ P )

(
m+ 4πr3P

r (r − 2m)

)
+

2

r
(P⊥ − P ) . (4.7)

Es claro que en el caso isótropo, P⊥ = P , esta última ecuación es la ecuación usual de
equilibrio hidrostático, conocida también como la ecuación de Tolman-Oppenheimer-Volkov
(TOV). Ha sido establecido [58]-[61] el hecho de que existe una única solución global a (4.7)
que representa un fluido esféricamente simétrico en Relatividad General.

Es fácil ver que al derivar (4.2) y con la ayuda de la ecuación (4.6) se obtiene una ecuación
para la presión tangencial

P⊥ =
(rρ)′

2
− P

2
+

πr2 (ρ+ P )2

1− 4πr2 (ρ− P )
. (4.8)

Por otro lado, a partir de (4.4) y (4.5) se tiene que la condición para fluido perfecto
resulta ser:

P⊥ = P ⇒ λ′′r2 − 2rλ′ − 1 + e2λ = 0 , (4.9)

lo que implica que en r = 0 se cumple que Pc = P⊥c.
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4.1. Sobre las condiciones de enerǵıa

Haciendo uso de excesivas suposiciones simplificadoras se ha obtenido una enorme canti-
dad de soluciones a la ecuación diferencial (4.7), pero muchas de estas soluciones raramente
representan situaciones f́ısicas reales, es decir, son poco créıbles f́ısicamente (dos interesantes
art́ıculos sobre este tema son [62] y [63]). En lo que sigue, vamos a estudiar las condiciones de
enerǵıa para fluidos anisótropos y acotados con el fin de establecer las condiciones mı́nimas
de aceptabilidad f́ısica para diferentes soluciones estáticas, con la imposición adicional de
(4.2).

Al considerar configuraciones de materia finitas, es decir, distribuciones de materia aisla-
das en el sentido de que la presión se hace cero para algún valor finito del radio, es necesario
acoplar la solución interior (4.1) con la solución exterior de Schwarzschild para una distri-
bución de masa total M

ds2 =

(
1− 2M

r

)
dt2 −

(
1− 2M

r

)−1

dr2 − r2dΩ2 . (4.10)

Como se mostró en el Caṕıtulo 2, de las condiciones de acoplamiento resulta que la presión
radial debe hacerse cero para algún valor del radio r = R. En el caso estático: P (R) = 0 y
m(R) = M . De la condición Ps ≡ P (R) = 0 y de (4.6) es claro que: M = 2πR3ρs, donde
ρs = ρ(R).

Puede resultar conveniente escribir (4.3) - (4.5) en términos de la función masa, esto es:

4π ρ =
m′

r2
, (4.11)

4π P =
m′

r2
− 2m

r3
, (4.12)

8π P⊥ =
m′′

r
+

2 (m′r −m)

r3

[
m′r −m
r − 2m

− 1

]
. (4.13)

Es necesario que el elemento métrico m(r) sea siempre finito, diferente de cero dentro de
la configuración de materia y que tampoco cambie de signo. Esto implica que:

m(r) ≤ r

2
∀ r . (4.14)

Se ha demostrado [61] que para configuraciones de materia esféricas, estáticas y acotadas
la condición: ρ + P + 2 P⊥ ≥ 0 implica la condición anterior (4.14). Esta condición
claramente asegura que el espacio-tiempo interior no contenga una región de agujero negro.

A continuación se establecen las condiciones de aceptabilidad f́ısica para fluidos anisótro-
pos, como en la sección (2.5), pero ahora escritas en términos de la función masa.

1. La densidad debe ser definida positiva y su gradiente debe ser negativo en toda la
distribución de materia. De manera trivial, de la ecuación (4.6) y de su derivada se
obtiene

ρ > 0 ⇒ m′ > 0 y
∂ρ

∂r
< 0 ⇒ m′′ <

2m′

r
. (4.15)
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2. Las presiones radial y tangencial deben ser positivas. Por lo tanto, las ecuaciones (4.12)
y (4.13), conducen a

P ≥ 0 ⇒ m′ ≥ 2m

r
y (4.16)

P⊥ ≥ 0 ⇒ m′′ ≥ −2 (m′r −m)

r2

[
m′r −m
r − 2m

− 1

]
. (4.17)

3. El gradiente de la presión radial debe ser negativo. Esto es, derivando (4.12) se obtiene

∂P

∂r
≤ 0 ⇒ m′′ ≤ 4m′

r
− 6m

r2
. (4.18)

4. La velocidad del sonido debe ser menor que la velocidad de la luz, por lo tanto, de
(4.2) resulta

vs
2 ≡ ∂P

∂ρ
≤ 1 ⇒ (ρ− 3P )

r
(
∂ρ
∂r

) ≤ 0 . (4.19)

Debido al hecho de que el gradiente de la densidad debe ser negativo dentro de la esfera
de materia, el requisito de que la velocidad del sonido sea menor que c conduce a que
ρ > 3P , tanto para fluidos isótropos y anisótropos que contengan una EENL.

Además de las condiciones anteriores, también se deben satisfacer las Condiciones de
Enerǵıa Fuerte y las Condiciones de Enerǵıa Dominante, como se muestra a continuación:

1. La traza del tensor enerǵıa-momento debe ser positiva: ρ+P+2P⊥ ≥ 0. Lo que implica
que de la Condición de Enerǵıa Fuerte, de las ecuaciones (4.11), (4.12) y (4.13) resulta
lo siguiente:

ρ+ P + 2P⊥ ≥ 0 ⇒ m′′ ≥ −2m′

r
+

2m

r2
− 2 (m′r −m)

r2

[
m′r −m
r − 2m

− 1

]
. (4.20)

La Condición de Enerǵıa Fuerte también implica que: ρ + P ≥ 0 y ρ + P⊥ ≥ 0, esto
significa que se deben satisfacer de manera simultánea las siguientes condiciones

ρ+ P ≥ 0 ⇒ m′ ≥ m

r
y (4.21)

ρ+ P⊥ ≥ 0 ⇒ m′′ ≥ −2m′

r
− 2 (m′r −m)

r2

[
m′r −m
r − 2m

− 1

]
. (4.22)

2. La Condición de Enerǵıa Dominante declara que la densidad debe ser mayor que la
presión. Utilizando las ecuaciones (4.11), (4.12) y (4.13) se obtiene

ρ ≥ P ⇒ m ≥ 0 y (4.23)

ρ ≥ P⊥ ⇒ m′′ ≤ 2m′

r
− 2 (m′r −m)

r2

[
m′r −m
r − 2m

− 1

]
. (4.24)
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4.2. Método para obtener soluciones estáticas con una

EENL

En esta sección presentaremos un método general para obtener soluciones estáticas y
anisótropas, P 6= P⊥, a partir de perfiles de densidades conocidos. Básicamente el método
consiste en los pasos que se muestran a continuación:

1. Se selecciona un perfil de densidad ρ(r) de una solución estática conocida. Entonces,
a partir de este perfil de densidad la función masa puede ser obtenida a través de la
ecuación:

m(r) = 4π

∫ r

0

ρ r2dr . (4.25)

Las condiciones de contorno implican la continuidad de las funciones que aparecen en
el elemento métrico, lo que permite que la masa total m(R) = M pueda ser calculada.

2. Se comprueba dónde y bajo qué circunstancias todas las condiciones de aceptabilidad
f́ısica y de enerǵıa, escritas en términos de la función masa, son satisfechas. En otras
palabras, la función masa obtenida a partir del perfil de densidad debe satisfacer las
desigualdades (4.14) - (4.24) para valores particulares de los parámetros f́ısicos que
caracterizan la configuración.

3. El coeficiente métrico λ(r) puede ser fácilmente obtenido a partir de:

e−2λ = 1− 2m(r)

r
⇔ λ = −1

2
ln

[
1− 2m(r)

r

]
. (4.26)

La segunda función métrica ν(r) queda automáticamente determinada por

ν = λ+ κ , (4.27)

donde la constante κ es:

κ = ln

[
1− 2M

R

]
. (4.28)

4. Finalmante, las ecuaciones de Einstein (4.12) y (4.13) nos suministran las expresiones
para la presión radial y tangencial

P =
1

4π

[
m′

r2
− 2m

r3

]
, (4.29)

P⊥ =
1

8π

[
m′′

r
+

2 (m′r −m)

r3

(
m′r −m
r − 2m

− 1

)]
. (4.30)

5. Las diferentes constantes de integración o parámetros libres que puedan aparecer para
cada modelo en particular, se calculan a partir de las condiciones de acoplamiento en
la superficie: r = R, es decir, m(R) = M y P (R) = 0.
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Es importante recalcar el hecho de que
para modelos no locales siempre se cum-
ple, por un lado, que en el centro de si-
metŕıa ρc = 3Pc, esto significa el medio
material, no presenta singularidades en
esa región, y por el otro, los modelos con
una EENL son de naturaleza anisótropa
para la presión.
Con el fin de aplicar el método anterior
se tomarán de la literatura cinco perfiles
de densidades de soluciones estáticas co-
nocidas (soluciones semillas). Las dos pri-
meras corresponden a soluciones anisótro-
pas y las siguientes a soluciones para flui-
dos perfectos. Todas estas soluciones son
f́ısicamente aceptables según los criterios
mencionados anteriormente.

Figura 4.1: Presión vs r: la solución original de Ste-
wart (azul), y la solución no local (rojo).

4.2.1. Ejemplos de soluciones estáticas

Ejemplo 1: El primer ejemplo que vamos a considerar es tomado de la solución propuesta
por B. W. Stewart [64], para describir configuraciones anisótropas conformemente planas. El
ejemplo 2 de ese trabajo consiste en presentar la siguiente distribución de masa: (lamenta-
blemente el autor no cita ninguna fuente)

2m(r) = r tanh2(Kr) , (4.31)

donde K es una constante. La presión radial para este ejemplo resulta ser:

Pr =
4c
(
1− 2m

r

)
− 2(cr2−be2ϕ)

r2

(
1− 2m

r
−
(
1− 2m

r

)1/2
)

cr2 + be2ϕ
− 2m

r3
, (4.32)

y la presión tangencial se obtiene a partir de

∆ ≡ P⊥ − Pr = −r
(

2m

r3

)′
. (4.33)

Las constantes c y b se determinan por las condiciones de contorno y la función ϕ inte-
grando:

ϕ′ = r−1 −
(
r2 − 2mr

)−1/2
. (4.34)

Para la función masa (4.31) se tiene que según [64] una solución de la ecuación (4.34) es:

ϕ = −
∞∑
n=1

(Kr)2n

2n(2n)!
, (4.35)



4.2. MÉTODO PARA OBTENER SOLUCIONES ESTÁTICAS CON UNA EENL 43

La densidad de masa-enerǵıa que corres-
ponde a esta función masa se obtiene in-
tegrando (4.11), lo cual resulta en lo si-
guiente:

ρ =
tanh2(Kr)

r2
+

2Ktanh(Kr)sech2(Kr)

r
,

con la subsecuente restricción para el va-
lor de la constante K:

KR . 1, 76 .

Si la constanteK toma valores muy cerca-
nos a cero, esta solución difiere ligeramen-
te de una solución con densidad constante
[64]. La solución por series de la ecuación
diferencial (4.34) también se puede escri-
bir de la manera como se muestra a con-
tinuación:

Figura 4.2: Velocidad del sonido radial al cuadrado
para la solución original (Stewart) y la solución no
local en función de r.

ϕ = −Chi(Kr) + ln(Kr) + γ , (4.36)

donde Chi es el Coseno Integral Hiperbólico y γ la constante de Euler.
Para aplicar el algoŕıtmo anteriormente expuesto, preferiblemente se reescribe la función

masa (4.31) de la manera equivalente siguiente:

m =
r

2

(
e2Kr − 1

e2Kr + 1

)2

⇔ ρ =
1

8 πr2

(
e2Kr − 1

) (
e4Kr + 8Kre2Kr − 1

)
(e2Kr + 1)3 . (4.37)

Por lo tanto, la presión radial y la presión tangencial para el caso de la teoŕıa no local,
ecuaciones (4.29) y (4.30), son respectivamente:

P =
1

8πr2

(
1− e2Kr

) (
e4kr − 8Kre2Kr − 1

)
(1 + e2Kr)3 y P⊥ =

2K2e4Kr

π [1 + e2Kr]4
. (4.38)

La constante K se puede determinar a partir de la condición de contorno M = m(R):

K =
1

2R
ln

1 +
(

2M
R

) 1
2

1−
(

2M
R

) 1
2

 , (4.39)

como la presión debe ser cero en la superficie P (R) = 0 entonces se debe cumplir la siguiente
ecuación trascendental:

e4KR − 8K Re2KR − 1 = 0 . (4.40)

En la Figura 4.1 se muestran los perfiles de presión tanto para el modelo original del
ejemplo 2 de Stewart como para el modelo no local.
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Es fácil ver que la densidad es una cantidad finita en el centro

ρc =
3K2

8π
=

1

8πR2
ln

1 +
(

2M
R

) 1
2

1−
(

2M
R

) 1
2

2

. (4.41)

En cuanto a las velocidades del sonido se tiene que en el centro de la distribución:

v2
s |c = v2

s⊥|c =
3

5
. (4.42)

Se puede apreciar en la Figura 4.2 que la velocidad del sonido radial en la esfera descrita por
la ecuación de estado no local, es siempre mayor que la velocidad del sonido para la esfera
descrita por la ecuación de estado local, esto se podŕıa interpretar f́ısicamente diciendo que
la esfera no local es más ŕıgida que la local.

Ejemplo 2: El perfil de densidad de este segundo ejemplo es tomado de P.S. Florides
[65], que también corresponde a diferentes soluciones: la de Stewart [64] (ejemplo 4) y más
recientemente M. K. Gokhroo y A. L. Mehra [66]. La solución de Gokhroo-Mehra, bajo
circunstancias particulares [67], da origen a una ecuación de estado similar a la ecuación
newtoniana para materia nuclear de Bethe-Börner-Sato [3, 4, 68]. Es bueno acotar que estas
soluciones son equivalentes a las soluciones del tipo Tolman VII donde e−2λ = 1−Ar2 +Br4.

Figura 4.3: Perfiles de presión: la solución ori-
ginal (Gokhroo-Mehra en azul), y la solución no
local, para diferentes valores de r.

Figura 4.4: Velocidad del sonido radial al cua-
drado para la solución original (Gokhroo-Mehra
en azul) y la solución no local en función de r.

En [66] la función densidad-enerǵıa se toma como

ρ = ρ0

[
1−K r2

R2

]
⇔ m =

8πρ0r
3

6

[
1 − 3K

5

r2

R2

]
, (4.43)
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donde ρ0 es la densidad central y K es una constante arbitraria que puede tomar valores
comprendidos entre cero y uno.

Las expresiones para la presión radial y tangencial según [66] son las siguientes:

Pr = C Ξ Πn , (4.44)

P⊥ = Pr +
3KCαr4

10R2
Πn +

r2

2 Ξ

[
8πC2

2
Ξ2 Π2n − 2πC

R2
Ξ2 Πn−1 +

ρ0m

r3

(
1− Kr2

R2

)]
, (4.45)

donde α = 8πρ0/3, C la presión central y n ≥ 1. Con:

Ξ = 1− 2m

r
, y Π = 1− r2

R2
.

Estas últimas variables no aparecen en el art́ıculo original y son introducidas aqúı para
simplificar los cálculos.

Para aplicar nuestro algoritmo y obtener
soluciones no locales a partir de densida-
des conocidas, vamos a considerar que la
función densidad-enerǵıa es de la forma
(4.43):

ρ =
σ

8π

[
1−K r2

R2

]
, (4.46)

por lo tanto:

m =
σ r3

6

[
1 − 3K

5

r2

R2

]
. (4.47)

Aqúı σ y K son constantes (0 ≤ K ≤ 1)
y la densidad central ρc = σ

8π
. Figura 4.5: Presión vs r: la solución original (Finch-

Skea en rojo), y la solución no local.

La presión radial (Figura 4.3) y tangencial, no locales, quadan entonces como:

P =
σ

24π

[
1− 9Kr2

5R2

]
y (4.48)

P⊥ =
σ

120πR2

18σK2r6 − 15R2r2K (18 + σr2) + 25R4 (3 + σr2)

5R2 (3− σr2) + 3σKr4
. (4.49)

Las condiciones de contorno en la superficie r = R, es decir: P (R) = 0 y M = m(R),
conducen a que:

K =
5

9
y ρc =

9M

8πR3
. (4.50)
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Las expresiones para las velocidades del sonido que resultan son:

v2
s =

3

5
y v2

s⊥ =
6

5

R− 3M

R
. (4.51)

A diferencia del caso anterior, el modelo no local es más ŕıgido que el local pero únicamente
en las zonas más interiores de la esfera, ver Figura 4.4.

Esta solución permite que a partir de las expresiones para la densidad y presión radial,
ecuaciones (4.46) y (4.48), se pueda escribir una ecuación de estado de la forma P = P (ρ),
esto es:

P =
3

5

[
ρ− 4

9
ρc

]
. (4.52)

Ejemplo 3: Otra solución a estudiar es la solución para fluidos perfectos presentada por
Finch-Skea [69]. Los autores muestran la solución correcta de un ansatz propuesto por Duorah
y Ray (1987). Esta solución también es una generalización de la solución mostrada por
Durgapal y Bannerji en [70].

El perfil de densidad correspondiente a la
solución que aparece en [69] es:

ρ =
C(1−K)

8π

3 + Cr2

(1 + Cr2)2 . (4.53)

donde C y K son constantes. Para apli-
car el método descrito anteriormente, es
preferible redefinir la ecuación (4.53) de
manera más conveniente, eso es

ρ =
σ

24π

3 + Cr2

(1 + Cr2)2 , (4.54)

por lo tanto,

m =
σ r3

6 (1 + Cr2)
, (4.55)

donde la densidad central es obviamente
ρc = σ

8π
.

Figura 4.6: Velocidad del sonido radial al cuadrado
para la solución original (Finch-Skea) y la solución
no local en función de r.

La presión radial (Figura 4.5) y tangencial resultan ser:

P =
σ

24π

1− Cr2

(1 + Cr2)2 y P⊥ =
σ

24π

(3− 6Cr2 + r2σ − 9 r4C2 + 3Cr4σ)

(3 + 3Cr2 − r2σ) (1 + Cr2)3 , (4.56)

Las condiciones de contorno en la superficie: P (R) = 0 y M = m(R) conducen a que

C =
1

R2
y ρc =

3M

2πR3
. (4.57)
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Las velocidades del sonido radial (Figura 4.6) y tangencial son

v2
s =

3− Cr2

5 + Cr2
y v2

s⊥|c =
2

5

[
9C − σ
C

]
. (4.58)

Y la ecuación de estado:

P =
2ρc ρ

(
12 ρ− ρc ∓

√
ρc (24 ρ+ ρc)

)
(
ρc ±

√
ρc (24 ρ+ ρc)

)2 . (4.59)

Ejemplo 4: La solución estática isótropa de Tolman IV, la cual fue originalmente presen-
tada por R.C. Tolman en 1939 [71], es en algunos aspectos similar a la ecuación de estado
para un gas de Fermi. Este mismo perfil es también encontrado como un caso particular de
una familia más general de soluciones por Korkina [72] y Durgapal [73].

En [73] se propone el siguiente ansatz pa-
ra la función métrica ν(r),

e2ν = A
(
1 + Cr2

)n
, (4.60)

donde n es un parámetro y A una cons-
tante de proporcionalidad. Es claro que
para n = 1 la función métrica ν(r) coin-
cide con el ansatz utilizado para obtener
la solución Tolman IV. Siguiendo el es-
quema de Durgapal, el ejemplo mostrado
aqúı, corresponderá al caso n = 1 en [73]
donde la densidad masa-enerǵıa es

ρ =
C

8π

[
1− 3K − 3Kx

1 + 2 x
+

2 (1 +Kx)

(1 + 2 x)2

]
,

donde x = C r2, con C y K constantes a
determinar.

Figura 4.7: Perfiles de presión: la solución original
(Durgapal), y la solución no local, para diferentes
valores de r.

Las ecuaciones de Einstein suministran la presión radial (Figura 4.7) y tangencial:

P =
C

8π

1− 2x−K (1 + x+ 2x2)

(1 + 2x)2 y (4.61)

P⊥ =
C

8π

(4x4 + 6x3 + 10x2 + 7x− 1)K2x− (4x4 + 24x3 + 19x2 + 4x+ 1)K − 6x2 − 3x+ 1

(1 + 2x)3 (1 + x) (1 +Kx)
.

La función masa

m =
Cr3

2

[
1−K (1 + Cr2)

1 + 2Cr2

]
. (4.62)
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La densidad central viene dada por

ρc =
3C

8π
(1−K) . (4.63)

La velocidades del sonido radial (Ver Figura 4.8) y la velocidad del sonido tangencial son

v2
s =

3− 2Cr2

5 + 2Cr2
, v2

s⊥|c =
2

5

[
K2 +K − 5

K − 2

]
. (4.64)

Las constantes K y C son obtenidas, como en los casos anteriores, de las condiciones de
contorno M = m(R) y P (R) = 0 respectivamente, es decir,

K =
2R−M − 3

√
M (4R− 7M)

2R
y C = −2 +K −

√
4 + 12K − 7K2

4KR2
. (4.65)

Ejemplo 5: El perfil de densidad para
este último ejemplo corresponde a una so-
lución que fue originalemte propuesta por
M. Wyman [74]. Nuevamente, la misma
solución es encontrada en [72, 73, 75, 76]
y [77]. La función densidad, tal y como
aparece en [73] (n = 2), es la siguiente

ρ = − C

8π

K (3 + 5 x)

(1 + 3 x)
5
3

, (4.66)

donde x = C r2. K y C son constantes.
La función masa es entonces la siguiente:

m = −1

2

CKr3

(1 + 3Cr2)2/3
. (4.67) Figura 4.8: Velocidad del sonido radial al cuadrado

vs r: Durgapal (n=1) en azul y la solución no local.

El método aplicado al perfil de densidad (4.66) lleva a que la presión radial y tangencial
tengan la siguiente forma: (Ver Figura 4.9)

P =
C

8π

K (x− 1)

(1 + 3x)
5
3

, P⊥ =
CK

8π

(1 + 3x)
2
3 (x2 + 4x− 1) +Kx (3x2 + 8x+ 1)

(1 + 3x)
8
3

[
Kx+ (1 + 3x)

2
3

] . (4.68)

Las velocidades del sonido radial (Ver Figura 4.10) y la velocidad del sonido tangencial en
el centro son:

v2
s =

1

5

3− Cr2

1 + Cr2
, v2

s⊥|c =
1

5
[6 +K] . (4.69)
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Figura 4.9: Perfiles de presión: la solución ori-
ginal (Durgapal, n = 2), y la solución no local,
para diferentes valores de r.

Figura 4.10: Velocidad del sonido radial al cua-
drado para la solución original (Durgapal, n =
2) y la solución no local en función de r.

A través de las condiciones de contorno se obtiene entonces que

C =
1

R2
, y K = −4

3
√

2
M

R
. (4.70)

La densidad central viene dada por

ρc = −3CK

8π
=

3 3
√

2

2π

M

R3
. (4.71)

4.2.2. Modelando esferas anisótropas

Los parámetros: masa, M , en términos de masas solares M�, M/R: el potencial gravita-
cional en la superficie, el corrimiento al rojo en la superficie z, la densidad en la superficie
ρR y la densidad central ρc que caracterizan las configuraciones de materia descritas en los
ejemplos anteriores, se resumen en la siguiente tabla:

Ecuación de Estado M/R M (M�) z ρR × 1014 (gr.cm−3) ρc ×1015 (gr.cm−3)
Ejemplo 1 0.32 2.15 0.6 6.80 1.91
Ejemplo 2 0.40 2.71 1.2 8.57 1.93
Ejemplo 3 0.25 1.70 0.4 5.36 1.61
Ejemplo 4 0.25 1.70 0.4 5.36 2.00
Ejemplo 5 0.25 1.70 0.4 5.36 2.03

Todo esos parámetros se han ajustado de manera tal que la función masa satisfaga todas
las condiciones de aceptabilidad f́ısica y las condiciones de enerǵıa, para un objeto esférico
compacto de radio R = 10 Km. En el Apéndice A se muestra el conjunto completo de figuras
para los 5 ejemplos señalados aqúı.
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4.3. Soluciones con P = 0 y P⊥ = 0

En esta sección vamos a mostrar que es posible obtener soluciones f́ısicamente aceptables
para configuraciones de materia con una EENL para dos casos particulares extremos: la
primera haciendo la presión radial igual a cero, es decir, P⊥ 6= 0 y P = 0 y la segunda
haciendo la presión tangencial igual a cero, es decir, P⊥ = 0 and P 6= 0.

4.3.1. Caso 1: P = 0 y P⊥ 6= 0

El estudio de configuraciones de materia con presiones radiales nulas tiene tal vez sus
oŕıgenes en G. Lemâıtre [14], A. Einstein [78] y P.S. Florides [65] quienes estudiaron el
caso para soluciones estáticas. Algunos modelos dinámicos fueron considerados también en
el pasado [16], [79]-[81] y de manera más reciente en [82]-[85] donde hacen alguna relación
con el hecho del surgimiento de singularidades desnudas. También se han estudiado modelos
conformemente planos con presiones radiales nulas [86].

De la ecuación (4.12) es trivial darse cuenta que cuando P = 0 se obtiene

2m′

r2
=

4m

r3
⇒ m (r) = Cr2. (4.72)

Por lo tanto, la densidad y la presión tangencial pueden ser calculados para dar:

ρ =
C

2πr
y P⊥ =

C2

4π(1− 2Cr)
. (4.73)

La constante C puede ser obtenida de las condiciones de contorno

m(R) = M ⇒ C =
M

R2
. (4.74)

4.3.2. Caso 2: P⊥ = 0 y P 6= 0

La segunda solución estática con una EENL que vamos a estudiar es el caso en que
P⊥ = 0 y P 6= 0. La razón para considerar esta suposición se basa en el enorme esfuerzo
que se ha hecho para estudiar los efectos de campos magnéticos intensos (B & 1015 G) sobre
objetos astrof́ısicos extremadamente compactos ([17]-[20]).

Algunas observaciones parecen confirmar que las estrellas de neutrones recientemente
formadas con campos magnéticos muy fuertes (magnetar o magnetoestrella), pueden repre-
sentar fuentes anómalas de rayos X (X Ray pulsars) [19]. Uno de los efectos de la presencia
de campos magnéticos intensos sobre la ecuación de estado para materia superdensa es el
hecho de que inducen presiones anisótropas locales [18, 20, 21], y es posible obtener casos
extremos donde la presión perpendicular a los campos magnéticos se hace cero. En nuestro
caso supondremos que la presión tangencial es cero en todas las direcciones. En este sentido
consideraremos que nuestra solución está inspirada en los modelos de magnetar.

Es claro que si P⊥ = 0 la ecuación (4.13) resulta en:

m′′

r
+

2 (m′r −m)

r3

[
m′r −m
r − 2m

− 1

]
= 0 , (4.75)



4.3. SOLUCIONES CON P = 0 Y P⊥ = 0 51

la cual puede ser integrada para dar:

m =
r

2

[
1− e−2(C1r+C2)

]
. (4.76)

La densidad y la presión radial surgen entonces de las ecuaciones (4.11) y (4.12) respectiva-
mente

ρ =
e−2(C1r+C2)

8πr2

[
2rC1 − 1 + e2(C1r+C2)

]
y (4.77)

P =
e−2(C1r+C2)

8πr2

[
2rC1 + 1− e2(C1r+C2)

]
. (4.78)

Las constantes C1 y C2 se pueden obtener de las condiciones de contorno en r = R:

m(R) = M ⇒ C1 =
M

R (R− 2M)
y (4.79)

P (R) = 0 ⇒ C2 = − M

R− 2M
+

1

2
ln

(
1 +

2M

R− 2M

)
. (4.80)

Es importante mencionar que aunque la solución (4.77) y (4.78) satisfacen las condiciones
de aceptabilidad f́ısica y las condiciones de enerǵıa, la función masa (4.76) se hace negativa
en el núcleo de la distribución, de la ecuación (4.76) resulta que:

m = 0 ⇒


r = 0

r = R
2

[
2 + ( R

M
− 2) ln(1− 2M

R
)
]
.

(4.81)

Por lo tanto, configuraciones de materia con una ecuación de estado no local y con el agregado
de una presión tangencial nula resulta en una función masa que es negativa en el rango
siguiente:

0 < r <
R

2

[
2 +

(
R

M
− 2

)
ln

(
1− 2

M

R

)]
, (4.82)

y positiva en la región:

R

2

[
2 +

(
R

M
− 2

)
ln

(
1− 2

M

R

)]
< r < R. (4.83)

Esta situación podŕıa mostrarnos una aparente limitación en la definición de la función
masa de Schwarzschild (2.14) cuando se aplica a configuraciones de materia anisótropas.
Śı se utiliza una definición alternativa para la enerǵıa total dentro de una configuración de
materia acotada, como la expresión de masa propuesta por Tolman-Whittaker ([87] y [88]):

mTW (r) = 4π

∫ r

0

r2e(ν+λ)/2 (ρ− P − 2P⊥) dr ≡ e(ν+λ)/2
(
m+ 4πPr3

)
, (4.84)

entonces, para este modelo se tiene que

mTW (r) = C1 r
2 , (4.85)

y de esta manera se excluye una aparente situación de carácter no f́ısico.
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4.4. Solución con la condición Weyl cero

La condición Weyl cero, ecuación (2.126) caso estático, junto con la condición no local,
resulta en la siguiente ecuación diferencial

λ′′ +
1

r2
− e2λ

r2
= 0 , (4.86)

cuya solución es la siguiente

e2λ = K2r2
[
1 + ctg2 (A+Kr)

]
, (4.87)

donde A y K son constantes que resultan de la integración.

Como los elementos métricos deben ser
regulares en el centro, entonces:

ĺım
r→0

e2λ = 1 ⇒ A = 0 . (4.88)

Por lo tanto, a partir de la ecuación (4.87)
la función masa queda determinada

m(r) =
r

2

[
1− sen2 (Kr)

K2r2

]
. (4.89)

Por otro lado, de la condición de contorno
M = m(R), se tiene que la constante K
debe satisfacer la siguiente ecuación tras-
cendental:

sen (KR) = KR

[
1− 2M

R

] 1
2

. (4.90)
Figura 4.11: Perfil de densidad en función de r para
el modelo no local con W = 0

Las ecuaciones de campo resultan ser

ρ(r) =
1

8πr2

[
sen2 (Kr)

K2r2
− sen (2Kr)

Kr
+ 1

]
, (4.91)

P (r) =
1

8πr2

[
3 sen2 (Kr)

K2r2
− sen (2Kr)

Kr
− 1

]
, (4.92)

P⊥(r) =
1

2
(ρ− P ) =

1

8πr2

[
1− sen2 (Kr)

K2r2

]
. (4.93)

La constante K se puede determinar directamente de las condiciones de contorno:

K =

√
M
R

(
4− 9M

R

)
R− 2M

. (4.94)
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Figura 4.12: Presión radial (rojo) y tangencial
(azul) para diferentes valores de r.

Figura 4.13: Velocidad del sonido al cuadrado
vs r: radial (rojo) y tangencial (azul).

Las densidades y presiones centrales resultan ser las siguientes:

ρc = ĺım
r→0

ρ =
K2

8π
, Pc = P⊥c = ĺım

r→0
P =

K2

24π
. (4.95)

La solución estática obtenida aqúı, satisface por completo las condiciones de enerǵıa para
un objeto compacto t́ıpico de radio R = 10 Km.

Los parámetros: potencial gravitacional en la superficie M/R, la constante K, la masa
total M en términos de la masa solar M�, el corrimiento al rojo en la superficie z, la densidad
central ρc y la densidad en la superficie ρs, son dados en la siguiente tabla.

M� µ = M/R KM ρR × 1014 (gr.cm−3) ρc ×1015 (gr.cm−3) z

2, 68 ≈ 0,396 ≈ 0,79 8,49 2,14 1,19

En las figuras (4.11) y (4.12) se muestran los perfiles para la función densidad masa-
enerǵıa y las presiones respectivamente correspondientes a los valores de los parámetros de
la tabla anterior.

Por otro lado, la velocidad del sonido radial a través de la esfera es:

v2
sr ≡

∂P

∂ρ
=

(3−K2r2) sen2 (Kr)− 3Kr sen (Kr) cos (Kr)

(1−K2r2) sen2 (Kr)− 2Kr sen (Kr) cos (Kr) +K2r2
. (4.96)

cuando r → 0 entonces v2
sr → 3/5.

La velocidad del sonido tangencial en el centro es:

v2
s⊥
∣∣
c

=
∂P⊥
∂ρ

=
1

2

−2sen2 (Kr) +Kr sen (Kr) cos (Kr) +K2r2

(1−K2r2) sen2 (Kr)− 2Kr sen (Kr) cos (Kr) +K2r2
. (4.97)

Y cuando r → 0 entonces v2
s⊥ → 1/5.
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4.5. Ejemplos con ecuaciones de estado numéricas

Como se ha mencionado anteriormente, existe un esquema de trabajo para obtener ecua-
ciones de estado que está construido sobre la teoŕıa lagrangiana relativista de campos. Glen-
denning, en [57], suministra varias ecuaciones de estado utilizando la formulación lagrangiana
para la interacción de nucleones, hiperones y mesones, lo cual le permite investigar un gran
número de propiedades sobre la constitución de las estrellas de neutrones. Los modelos, o ca-
sos, que aparecen en ese art́ıculo están caracterizados por las diferentes especies de part́ıculas
que conforman el núcleo de la estrella y los diferentes valores que puedan tomar las constantes
de acoplamiento.

Ahora bien, el método utilizado con anterioridad para las soluciones exactas también
puede ser aplicado al caso en que los perfiles de densidades no vienen dados como expresiones
anaĺıticas, ya que los datos numéricos pueden ser ajustados utilizando alguna técnica de
ajuste de curvas (Curve-Fitting).

Los perfiles de densidad y presión obtenidos a partir de la teoŕıa lagrangiana, por lo
general, vienen dados en función del número bariónico n en lugar del radio de la distribución,
lo que significa que será necesario adaptar estas ecuaciones a las ecuaciones para la teoŕıa
no local donde las variables f́ısicas vienen expresadas en función de la variable r.

Un método para adaptar estos modelos numéricos puede ser el siguiente:

1. Se seleccionan un conjunto de valores numéricos para la densidad ρ(n) y la presión
P (n) de una solución estática numérica conocida.

2. A partir de algún método de interpolación numérica se obtiene una expresión anaĺıtica
para la densidad y la presión radial, que denominaremos ρi(n) y Pi(n) respectivamente.

3. Se resuelve numéricamente el sistema conformado por las ecuaciones de equilibrio hi-
droestático, pero en función del número bariónico n:

dPi(n)

dn

dn

d r
= − [ρi(n) + Pi(n)]

[
m(n) + 4πr3(n)Pi(n)

r(n) (r(n)− 2m(n))

]
, (4.98)

dm(n)

dn

dn

d r
= 4π

∫
r2(n)ρi(n)dn , (4.99)

con condiciones iniciales n(0) = nc y m(0) = 0. nc es la densidad bariónica en el centro
de la distribución. Una nueva interpolación permite obtener entonces ρi(r) y Pi(r).

4. Con el perfil de densidad ρi(r) ya determinado es posible calcular la función presión
radial no local

PNL(r) = ρi(r)−
2

r3

∫
r2ρi(r)d r . (4.100)

5. La presión tangencial se puede calcular de la siguiente manera

P⊥ =
(rρi)

′

2
− PNL

2
+

πr2 (ρi + PNL)2

1− 4πr2 (ρi − PNL)
. (4.101)
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Figura 4.14: Perfiles de presión radial no local para diferentes valores del radio adimensional.

6. Se estudia la aceptabilidad f́ısica del modelo considerando las condiciones de enerǵıa.

En [57] el lagrangiano de la teoŕıa consiste de la suma de los lagrangianos para los
leptones, bariones y mesones libres, más un lagrangiano de interacción.

L =
∑
B

ψ̄B (iγµ∂
µ −mB + gσB σ − gωB γµωµ)ψB − gρρµ3J

µ
3

+ L0
σ + L0

ω + L0
ρ + L0

π − U(σ) +
∑

λ=e−,µ−

Ψ̄λ (iγµ∂
µ −mλ) Ψλ , (4.102)

Ver [57] para más detalles.
Una descripción completa de una estrella de neutrones, incluyendo su superficie, debe

hacerse a través de una ecuación de estado que incluya un amplio rango de densidades, desde
2× 103 gr cm−3 hasta 5× 1015 gr cm−3. La ecuación de estado estudiada en los ejemplos que
se señalan a continuación incluye el rango de densidades de unos 2 × 1013 gr cm−3 hasta
aproximadamente 5× 1015 gr cm−3. En [57] se consideran 9 casos de estudio para diferentes
contenidos de part́ıculas y diferentes valores de las constantes de acoplamiento de la teoŕıa.
Consideraremos en este trabajo dos de esos casos.

Ejemplo 1: Caso 1 de [57]. En este ejemplo se toma como punto de partida el perfil
numérico de densidades que se muestra en la Tabla 1 (ver Apéndice B), que corresponde al
Caso 1 de [57]. Aqúı el núcleo de la estrella es una mezcla de: bariones, leptones, hiperones y
mesones incluyendo una baja concentración de piones negativos π−. En este caso se resuelve
el modelo de manera completa. Los demás casos que se estudian en [57] son casos particulares
del Caso 1.

Como ya se ha mencionado, para una ecuación de estado, las ecuaciones de Tolman-
Oppenheimer-Volkoff tienen una única solución que depende del valor de un sólo parámetro
que caracteriza al medio material en el centro. Este parámetro puede ser la densidad bariónica
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Figura 4.15: Perfiles de presión tangencial para diferentes valores del radio adimensional

o la densidad de enerǵıa. A medida que la densidad central aumenta, la masa de la estrella
aumenta hasta alcanzar un valor máximo permitido, más alla de este valor la estrella se hace
inestable. En este caso de estudio, la masa máxima alcanzada es M ≈ 1,81M�, y corresponde
a un valor de la densidad central de ρc ≈ 2,4× 1015 gr cm−3. El radio de la estrella obtenido
es de R ≈ 11,3 Km.

Ejemplo 2: Caso 2 de [57]. En este ejemplo se toma como punto de partida el perfil
numérico de densidades que se muestra en la Tabla 2 (ver Apéndice B), que corresponde al
Caso 2 de [57]. En este caso el núcleo de la estrella está constituido de las mismas especies
que en el ejemplo anterior pero se elimina la población de piones negativos π−. Uno de los
efectos al eliminar los piones es que la masa máxima permitida es ahora de M ≈ 2,15M�, lo
que se corresponde a un valor de la densidad central de ρc ≈ 2,13× 1015 gr cm−3.

Ahora bien, considerando una situación donde no existe dependencia en el tiempo de
las variables f́ısicas y también simetŕıa esférica, las caracteŕısticas f́ısicas de una estrella
de neutrones, tales como la masa, radio, la forma del perfil de densidad de enerǵıa y la
masa cŕıtica, pueden ser encontradas resolviendo las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-
Volkoff. Para una ecuación de estado dada, las ecuaciones TOV determinan la manera como
la materia debe reacomodarse a śı misma para mantener su equilibrio hidrostático. En estos
objetos compactos, la mayor parte de su masa está contenida en el núcleo de la estrella y su
conformación se debe a materia altamente comprimida.

El interior de la estrella existe en la forma de un gas denso de hadrones y leptones, se cree
que la superficie o manto del núcleo está conformada de una red de metales pesados altamente
ricos en neutrones inmersos en un gas de neutrones y electrones relativistas. La superficie
de la estrella está constituida de metales menos pesados dentro de un gas de electrones. Es
claro que una descripción completa de una estrella de neutrones implica acoplar ecuaciones
de estado diferentes, una para cada región. En [57] se acopla la ecuación de estado del
núcleo, Caso 1, con la ecuación de estado tomada del trabajo de Negele y Vautherin (1973)
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Figura 4.16: Velocidad del sonido al cuadrado, no local, para diferentes valores del radio adimen-
sional.

que corresponde al manto que recubre al núcleo (1× 1011 gr cm−3 < ρ < 2× 1013 gr cm−3).
La superficie exterior, se describe con la ecuación de estado que fue tomada del trabajo de
Harrison y Wheeler (1965) (2× 103 gr cm−3 < ρ < 1× 1011 gr cm−3).

Por otro lado, la ecuación de estado no local es una ecuación que caracteriza la distribu-
ción de materia de manera completa, es decir, la ecuación de estado se supone válida desde
r = 0 hasta la superficie en r = rs donde P (rs) = 0.

En la Figura 4.14 se muestran los perfiles de presión radial, no local, para los dos casos
considerados aqúı. Los cálculos conducen a esferas más pequeñas en radio, en comparación
al modelo numérico original el cual tiene un radio de unos 11, 3 Km. Para el Ejemplo 1, el
radio obtenido es de aproximadamente unos 6, 9 Km y una masa total: M ≈ 0, 94M�. Para el
Ejemplo 2, el radio de la esfera es de unos 6, 6 Km y la masa total M ≈ 0, 77M�. La densidad
central para ambos ejemplos es de aproximadamente 2, 35 × 1015 gr cm−3. Recordemos que
la única diferencia entre los ejemplos 1 y 2 es que en el ejemplo 2 se suprime la población de
piones condensados π−. Estas part́ıculas son el resultado del decaimiento de los hiperones.

Las estrellas de neutrones no están conformadas solamente por neutrones, sino más bien
por materia hadrónica, y se podŕıa decir que el material de estos objetos compactos es una
mezcla muy variada de diferentes especies bariónicas cuya composición cambia continua-
mente a medida que la densidad bariónica aumenta. Se estima que la población de bariones
consiste de un 65 % de neutrones, mientras que los protones y los hiperones existen en can-
tidades más o menos parecidas del orden de un 18 % cada una. En el centro de la estrella la
población es fundamentalmente de hiperones.

El efecto principal de tener una población grande de hiperones se refleja en la masa
ĺımite que puede tener la estrella y en lo que se denomina el ablandamiento de la ecuación
de estado. El término ablandamiento tiene que ver con el grado de compresibilidad de la
materia. Una ecuación de estado blanda (soft equation of state) tiene la caracteŕıstica de que
describe un medio material que es más fácil de comprimir que el de una ecuación de estado
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ŕıgida (stiff equation of state). La relación del tipo de ecuación de estado con la masa ĺımite
se fundamenta en que una ecuación de estado ŕıgida permite una mayor masa para sostener
el colapso gravitacional.

La Figura 4.15 permite observar el efecto de no tener una producción de piones π− en la
presión tangencial y la Figura 4.16, los perfiles de la velocidad del sonido al cuadrado para
ambos casos.

Estos dos ejemplos considerados aqúı, abren la posibilidad de incorporar soluciones
numéricas obtenidas dentro de esquemas de teoŕıas de campo lagrangeanas para materia
hadrónica en el formalismo de las ecuaciones de campo no locales. Las condiciones de enerǵıa
y de aceptabilidad f́ısica fueron satisfechas convirtiendo a estos modelos, originalmente de
naturaleza isótropa en la presión, en modelos anisótropos no locales f́ısicamente aceptables.

4.6. Discusión

En este caṕıtulo se han estudiado algunas soluciones estáticas, con simetŕıa esférica y
anisótropas de las ecuaciones de Einstein para configuraciones de materia acotadas, es decir,
configuraciones de materia con una frontera perfectamente definida por un valor del radio
donde la presión se hace cero. Las soluciones consideradas aqúı fueron obtenidas mediante
la suposición de que satisfacen una EENL.

Estas soluciones se obtuvieron mediante un método sencillo que consiste en tomar como
punto de partida un perfil de densidad de alguna solución conocida de las ecuaciones de
Einstein (solución semilla), y mediante la ecuación (4.2) obtener la función presión radial. La
presión tangencial resulta simplemente de considerar la ecuación (4.5) o de una manipulación
simple de las ecuaciones TOV.

Es importante señalar que la mayor parte de las soluciones exactas reportadas en la
literatura carecen de significado f́ısico, ya que no representan situaciones reales al violar
ciertas condiciones mı́nimas de aceptabilidad como lo son la regularidad de las variables
f́ısicas en el centro de simetŕıa o la de presentar velocidades del sonido mayores que la
velocidad de la luz (ver [62] y [63]). Las soluciones presentadas aqúı satisfacen plenamente
las condiciones de enerǵıa, son regulares en el centro y pasan el conjunto de pruebas que
tienen que ver con su relevancia f́ısica, lo que permite ajustar de manera satisfactoria el
conjunto de parámetros de cada ejemplo para modelar situaciones de interés astrof́ısico. Los
parámetros se ajustaron de manera tal que representan un objeto compacto de radio 10, 0
Km y masas comprendidas entre 1, 7 < M < 2, 8 masas solares.

Una propiedad adicional con respecto a la velocidad del sonido radial es que, para todos
los ejemplos considerados aqúı, son funciones que disminuyen monótonamente con el radio,
salvo el ejemplo 2 donde la velocidad del sonido es constante dentro de toda la distribución.
Por otro lado, si se interpreta el grado de rigidez de un modelo a partir de los perfiles de
la velocidad del sonido, se tiene que los modelos no locales tienden a ser más ŕıgidos, son
más dif́ıciles de comprimir que los modelos locales. Para los ejemplos 1 y 3 este fenómeno se
mantiene en toda la ditribución, mientras que para los ejemplos restantes la rigidez disminuye
únicamente en las capas exteriores.

Otro punto que es importante mencionar es que todos las soluciones encontradas en este
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caṕıtulo corresponden a soluciones anisótropas, independientemente de si la “solución semi-
lla” corresponde a una solución de fluido perfecto o no. Las soluciones no locales generadas
en los ejemplos 3, 4 y 5 corresponden a soluciones originales isótropas.

Dos situaciones extremas también fueron consideradas: P = 0, P⊥ 6= 0 y P 6= 0, P⊥ = 0,
ambos casos satisfacen completamente las condiciones de enerǵıa para fluidos descritos por
una EENL.

Imponer una EENL y el requerimiento adicional de que la solución tenga que ser con-
formemente plana, permite cerrar el sistema de las ecuaciones de campo por lo que estas dos
condiciones determinan de manera completa los coeficientes métricos. La solución obtenida
aqúı, ecuaciones (4.91)-(4.93), es en realidad la misma solución reportada por Stewart B.W
en el ejemplo 1 de [64].

Finalmente, fue posible extender y probar el grado de factibilidad del método utilizado
para generar soluciones no locales anaĺıticas a partir de soluciones numéricas provenientes
de la teoŕıa lagrangeana de campos para nucleones, hiperones y mesones que interactúan
dentro del esquema de lo que se conoce como aproximación del campo medio. Por varias
razones, esta teoŕıa resulta ser una excelente herramienta para modelar materia ultradensa:
es de naturaleza relativista, es decir satisface la condición de causalidad, describe de manera
satisfactoria las propiedades de volumen (bulk properties) de la materia nuclear, predice la
aparición de las transiciones de fase debido a los cambios en la población de los constitu-
yentes de la materia nuclear por condensación de piones o el decaimiento de determinadas
part́ıculas. Otra caracteŕıstica importante de la teoŕıa es que permite un buen estimado
para la masa máxima que puede llegar a tener una estrella de neutrones, estos valores de
masa son importantes a la hora de identificar posibles candidatos de estrellas que puedan
llegar a convertirse en agujeros negros. En [57] la masa máxima reportada para los modelos
considerados alĺı se encuentran en el estrecho rango de 1, 79 < M < 1, 98 masas solares.

En lo que concierne al método presentado en esta sección, las soluciones no locales ob-
tenidas utilizando las ecuaciones de estado numéricas, para fluido perfecto de [57], como
“soluciones semillas”, no pretende ir más allá que el de estudiar la posibilidad de heredar
algunas caracteŕısticas de los modelos de la teoŕıa de campos, ya que los dos casos mostrados
en la sección 4.5 muestran la viabilidad de incorporar modelos para estrellas de neutrones
de la f́ısica de part́ıculas y generar nuevas soluciones anaĺıticas no locales.
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Caṕıtulo 5

Familias de soluciones exactas

Por lo general, el procedimiento más utilizado para encontrar soluciones exactas de las
ecuaciones de Einstein consiste en postular un tensor de materia, casi siempre en la forma de
fluido perfecto, en un sistema de coordenadas apropiado, de manera que se pueda integrar
el conjunto de ecuaciones de campo. Esta integración, en la mayoŕıa de los casos, se basa en
suponer alguna consideración simplificadora o ansatz y de utilizar alguna ecuación de estado
para el medio material en estudio, P = P (ρ). También es común establecer condiciones
simplificadoras sobre las cantidades cinemáticas, como por ejemplo, suponer que el tensor
de deformación (shear) sea igual a cero.

Un ejemplo que permite mostrar cómo funcionan las consideraciones simplificadoras para
obtener una solución anaĺıtica, se puede ver si nos vamos al caso estático, y una situación
donde el tensor enerǵıa-impulso corresponde al de un fluido perfecto. En el caso estático,
las ecuaciones de campo (2.56) y (2.58) llevan a la siguiente ecuación (conocida como la
Condición de Fluido Perfecto)

P (r) = P⊥(r) ⇒ ν ′′ + ν ′
2 − ν ′λ′ − λ′ + ν ′

r
+
e2λ − 1

r2
= 0 . (5.1)

Si se supone el siguiente ansatz para el elemento métrico ν(r):

e2ν = a+ br2 , (5.2)

donde a y b son constantes. La condición (5.1) se puede integrar para obtener de manera
inmediata que

e2λ =
a+ 2br2

(1− 2Cr2) (a+ br2)
⇒ m(r) =

r

2

[
1− e−2λ

]
, (5.3)

con C como una constante de integración. Una vez que las dos funciones métricas están
determinadas, las variables ρ(r) y P (r) se obtienen v́ıa las ecuaciones de campo, resultando
en este caso en las siguientes funciones

ρ(r) =
2r2 (1 + 6Cr2) b2 + (3 + 14Cr2) ab+ 6Ca2

8π (2br2 + a)2 , (5.4)

P (r) =
(1 + 6Cr2) b+ 2Ca

8π (2br2 + a)
. (5.5)

61
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Las constantes se pueden calcular de manera sencilla porque esta solución debe satisfacer
un par de condiciones de contorno en la superficie de la esfera donde r = R. Estas condiciones
son: m(R) = M y P (R) = 0. Además, se tiene la siguiente información adicional para el
obtener el resto de constantes:

ρc = ĺım
r→0

ρ(r) =
3 (b+ 2Ca)

8πa
, (5.6)

Pc = ĺım
r→0

P (r) =
b− 2Ca

8πa
. (5.7)

La suposición utilizada aqúı, ecuación (5.2), tiene la gran ventaja de que no es necesario
integrar la ecuación de equilibrio hidrostático para buscar el valor del radio donde la presión
se hace cero. Con (5.2) se obtienen directamente las variables f́ısicas ρ y P . Esta solución no
es más que la bien conocida Solución IV obtenida por R.C. Tolman [71].

5.1. El problema inverso

En vista de la dificultad de resolver las ecuaciones de Einstein resulta interesante plan-
tearse lo que se conoce como el problema inverso:

Si es dado un espacio-tiempo (M,g) en una variedad M y una métrica g, entonces,
¿qué fluido, en el caso de que exista, podŕıa generar (M,g) a través de las ecuaciones de
Einstein?

Este enfoque fue tratado por Ishak y Lake [89] para el caso de espacio-tiempos del tipo
warped. Un espacio-tiempo warped, clase B, es aquel que se puede descomponer como el
producto de dos espacios 2-dimensionales, esto es:

ds2 = ds2
Σ1

(x1, x2) + C(xγ)ds2
Σ2

(x3, x4) , (5.8)

donde C(xγ) = r(x1, x2)2w(x3, x4)2. Cuando Sig(Σ1) = 0 y Sig(Σ2) = ±2 al espacio tiempo
se le denomina warped de la clase B1, mientras que si Sig(Σ1) = ±2 y Sig(Σ2) = 0 se le
denomina warped de la clase B2 [90].

Puede dar la impresión de que estos espacio-tiempos son muy particulares y restringidos,
pero en realidad todos los espacio-tiempos esféricos, planos e hiperbólicos son warped tipo
B1.

En [89] se muestra cómo una congruencia tipo tiempo, o flujo, para todo espacio-tiempo
warped tipo B1 está completamente, y algoŕıtmicamente, determinada por la condición de
flujo cero. La determinación de esta congruencia permite una interpretación fenomenológi-
ca de un fluido material, v́ıa las ecuaciones de Einstein, directamente de la métrica y sin
importar el sistema de coordenadas seleccionado.

5.1.1. Condición de flujo cero

Como ya se mencionó, un espacio-tiempo warped tipo B1 es aquel que se puede escribir
de la forma (5.8) [89]. Ahora bien, siempre será posible hacer que:

ds2
Σ1

= a
(
dx1
)2

+ 2b dx1dx2 + c
(
dx2
)2
,



5.1. EL PROBLEMA INVERSO 63

donde a, b y c son funciones de (x1, x2).
A una congruencia de vectores tipo tiempo unitarios uα = (u1, u2, 0, 0) se le puede aso-

ciar un campo vectorial unitario nα normal a uα que satisface las siguientes condiciones:
nαuα = 0, nαnα = 1. Esto hace que nα = ψ (x1, x2) (u2,−u1, 0, 0), donde ψ es un factor de
normalización.

Por la condición de que uα es tipo tiempo resulta

uαuα = −1 = a
(
u1
)2

+ 2b u1u2 + c
(
u2
)2
, u1 > 0 . (5.9)

La condición de flujo cero es la siguiente

Gβ
αu

αnβ = 0 , (5.10)

donde Gβ
α es el tensor de Einstein. Por lo tanto, esta condición implica que

Au1u2 −B
(
u1
)2

+ C
(
u2
)2

= 0 , (5.11)

donde
A ≡ G1

1 −G2
2 , B ≡ G2

1 , C ≡ G1
2 , (5.12)

son funciones de (x1, x2, x3, x4) y se supondrá que no se hacen cero simultánemante.
Se tiene entonces que la congruencia vendrá determinada por las ecuaciones (5.9) y (5.11)

y no tiene por qué existir necesariamente. Es de hacer notar que el hecho de utilizar coorde-
nadas comóviles, esto es u2 = 0, implica que B = 0 por (5.11).

Por ejemplo, si se considera un elemento métrico diagonal, entonces b = 0 en (5.9), esto
implica que a y c tienen que tener signos diferentes. Śı a < 0 c > 0 y Bc = Ca, entonces:

(u1)2 =
1

2

[
−1

a
− A√

A2a2 + 4B2ac

]
, (5.13)

(u2)2 =
1

2c

[
−1 +

Aa√
A2a2 + 4B2ac

]
. (5.14)

Al imponer coordenadas comóviles, es decir u2 = 0, resulta que B = C = 0.
Si el espacio-tiempo se considera con la propiedad de tener simetŕıa esférica, la variedad

se puede representar por una métrica de la forma:

ds2 = ds2
Σ(t, r)− r2(t, r)

(
dθ2 + sen2(θ) dφ2

)
. (5.15)

Aqúı, y en lo que sigue, no se continuará con la signatura para la métrica que se plantea
en [89]. Volvemos a la signatura tomada originalmente en este trabajo donde uαuα = 1.

Una de las funciones fundamentales que se pueden asociar a la variedad es la masa
gravitacional m(t, r). Esta función, la masa de Misner, se determina a partir del tensor de
Riemann, ecuación (2.16).

En un sistema comóvil y considerando simetŕıa esférica, el tensor de materia se puede
representar, como ya ha sido mencionado, por:

Tαβ = diag(ρ,−P,−P⊥,−P⊥) , (5.16)



64 CAPÍTULO 5. FAMILIAS DE SOLUCIONES EXACTAS

Ahora bien, existe la posibilidad de construir cuatro escalares independientes a partir del
conjunto {Gα

β , u
α, nα}. Estos escalares son: Gβ

αu
αnβ que es la condición (5.10), G1 ≡ Gβ

αu
αuβ,

G2 ≡ Gβ
αn

αnβ y G ≡ Gα
α.

Con (5.16) resulta que:

G = 8π (ρ− P − 2P⊥) , (5.17)

G1 = 8πρ , (5.18)

G2 = 8πP , (5.19)

−G+G1−G2 = 16πP⊥ . (5.20)

Es fácil ver que la condición de fluido perfecto (ecuación (5.1)), es, en términos de los
escalares mencionados aqúı, equivalente a:

−G+G1− 3G2 = 0 , (5.21)

y la función masa

m(t, r) =
r3

12
[3 (G1−G2)−G] +

r

2
Cφ
θφθ , (5.22)

donde Cα
βγδ es el tensor de Weyl. De esta última expresión se deduce que si el espacio-tiempo

tiene la propiedad de ser conformemente plano, entonces:

m(t, r) =
r3

12
[3 (G1−G2)−G] . (5.23)

5.1.2. Caso estático y con simetŕıa esférica

Consideremos una vez más el elemento métrico en coordenadas de curvatura

ds2 = e2ν dt2 − e2λ dr2 − r2
(
dθ2 + sen2θ dφ2

)
. (5.24)

donde ν = ν(r) y λ = λ(r). Si utilizamos el hecho de que

e−2λ = 1− 2m(r)

r
,

de la condición (5.21) se obtendrá una expresión que contendrá a las funciones m(r), ν(r) y
derivadas hasta orden 2 de ν(r):

r2 (r − 2m)
[
ν ′′ − (ν ′)2

]
− rν ′ [r − 3m+ rm′]− rm′ + 3m = 0 . (5.25)

De esta ecuación diferencial se puede apreciar que, conocida m(r), se obtiene una ecuación
de Riccati para ν ′(r), pero conociendo ν(r) lo que resulta es una ecuación lineal de primer
orden para m(r).

Es posible construir un procedimiento para obtener una familia de soluciones de las
ecuaciones de Einstein para el caso de fluido perfecto [91]. Dada la función ν(r), entonces se
puede integrar para m(r):

m(r) =

∫
b(r) c(r) dr + C

c(r)
, (5.26)
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donde C es una constante y:

a(r) ≡ 2r2 [ν ′′ + (ν ′)2]− 3rν ′ − 3

r [rν ′ + 1]
, (5.27)

b(r) ≡ r [r (ν ′′ + (ν ′)2)]− ν ′

rν ′ + 1
, (5.28)

c(r) ≡ e
R
a(r) dr . (5.29)

Ahora bien, la función ν(r) no es del todo arbitraria ya que debe cumplir con una serie
de requerimientos que eviten singularidades en los invariantes obtenidos a partir del tensor
de Riemann. Para un fluido perfecto, estático y con simetŕıa esférica, el hecho de que la
densidad central ρc y la presión central Pc sean finitas, garantiza que todas las cantidades
invariantes del tensor de Riemann sean regulares en el centro de simetŕıa. Entonces, la función
ν(r) debe ser una función monótona creciente con un mı́nimo regular en r = 0 y además
ν(0) = 0, ν ′(0) = 0, ν ′′(0) =∝ (3Pc + ρc) > 0 [91]. Por otro lado, para que el espacio-tiempo
represente una superficie regular en la superficie r = rs al acoplarse con el espacio-tiempo
de Schwarzschild, donde m(rs) = M , se debe cumplir: ν ′(rs) = M/(rs(rs − 2M)).

En resumen, se tiene que la función ν(r) permite obtener, v́ıa la ecuación (5.26), una
solución exacta de las ecuaciones de Einstein regular en el centro para el caso de fluido per-
fecto y con simetŕıa esférica. En [91] se propone un ejemplo para ν(r), claramente inspirado
en (5.2):

ν =
1

2
N ln

(
1 +

r2

α

)
, N ≥ 1 , (5.30)

donde N es un entero y α una constante positiva.

Esta familia infinita de funciones cumple con los requisitos expuestos anteriormente para
diferentes valores de N , pero es particularmente interesante ver que la familia de funciones
(5.30) representan soluciones completamente distintas para los diferentes valores de N . De
hecho, para los primeros cinco valores de N se tienen las siguientes soluciones ya conocidas:

N = 1: Del tipo Tolman IV (Ecuación (5.2) con a = 1 y b = 1/α)

N = 2: Solución donde m = Cr3/(3r2 + α)2/3

N = 3: Heint IIa [92]

N = 4: Durg IV [73]

N = 5: Durg V [73]

Una generalización de este método para soluciones diferentes a la de un fluido perfecto,
soluciones anisótropas, fue propuesto por Herrera, Ospino y Di Prisco en [93].
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5.2. Familias de soluciones exactas con una EENL

Se quiere explorar la factibilidad de la utilizar una ecuación de estado no local pa-
ra obtener familias de soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein, considerando una
distribución acotada de materia, anisótopa, estática y con simetŕıa esférica descrita por
Ta
b = diag (ρ,−P,−P⊥,−P⊥), donde, ρ(r) es la densidad de enerǵıa, P (r) la presión radial

y P⊥(r) la presión tangencial.
Como ya fue mencionado, en el caso estático, el elemento métrico (3.37) resulta ser

ds2 = e2λe2κ dt2 − e2λ dr2 − r2
(
dθ2 + sen2θ dφ2

)
, (5.31)

donde λ = λ(r) y κ es una constante.
Las ecuaciones de Einstein que se deducen a partir de (5.31) son

ρ =
1− e−2λ (1− 2rλ′)

8πr2
, (5.32)

P = ρ− 1− e−2λ

4πr2
, (5.33)

P⊥ =
λ′′ e−2λ

8π
. (5.34)

Nuevamente, con (5.32) y (5.33) resulta:

m(r) = 2πr3 (ρ− P ) . (5.35)

De las condiciones de acoplamiento se obtiene que la constante κ es:

κ = −2λs . (5.36)

5.3. Algoritmo para obtener familias de soluciones no

locales

A partir del método propuesto por Lake [91] para generar familias de soluciones exactas,
estáticas e isótropas de las ecuaciones de Einstein, al suministrar una de las funciones métri-
cas, se puede desarrollar un procedimiento similar para el caso de ecuaciones de estado no
locales. El método que se propone aqúı consiste en los siguientes pasos:

Suministrar una función métrica ν(r) de la forma

ν(r) = NΦ(r) , N ≥ 1 , (5.37)

donde N es un entero, Φ(r) una función que debe ser monótona creciente con un
mı́nimo regular en r = 0 y cumplir con un conjunto de condiciones de acoplamiento
[91].
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Figura 5.1: Densidad de enerǵıa para diferentes
valores de N , familia tipo Tolman IV.

Figura 5.2: Presión radial para diferentes valo-
res de N , familia tipo Tolman IV.

La otra función métrica queda completamente determinada, ya que para satisfacer la
condición de no localidad (3.36) se tiene que

λ(r) = ν(r)− κ . (5.38)

Y de las ecuaciones de Einstein (5.32) - (5.34) se obtienen

ρ =
1− e−2λ (1− 2rλ′)

8πr2
, P = ρ− 1− e−2λ

4πr2
, P⊥ =

λ′′ e−2λ

8π
. (5.39)

Para que P (R) = 0 se debe satisfacer la siguiente ecuación para λR = λ(R)

2Rλ′R + 1 = e2λR . (5.40)

La viabilidad del algoritmo anteriormente expuesto puede ser estudiado con los ejemplos
que se muestran a continuación.

5.4. Familias de soluciones del tipo Tolman IV

Consideremos un caso más general que el propuesto en [91], esto es:

ν(r) =
1

2
N ln

(
a+

r2

b

)
, N ≥ 1 , (5.41)

donde a y b son constantes.
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Figura 5.3: Perfil de anisotroṕıa para diferentes
valores de N , familia tipo Tolman IV.

Figura 5.4: Masa vs densidad central para dife-
rentes valores de N , familia tipo Tolman IV.

Las ecuaciones (5.32) - (5.34) resultan en

ρ(r) =
1

8πr2

[
(ab+ r2)

(N+1) − ab(N+1)e2κ + bNe2κ(2N − 1)r2

(ab+ r2)(N+1)

]
, (5.42)

P (r) = − 1

8πr2

[
(ab+ r2)

(N+1) − ab(N+1)e2κ − bNe2κ(2N + 1)r2

(ab+ r2)(N+1)

]
, (5.43)

P⊥(r) =
NbN (ab− r2) e2κ

8π (ab+ r2)(N+2)
. (5.44)

La función masa

m(r) =
r

2

[
1− bNe2κ

(ab+ r2)N

]
, (5.45)

Para que la funciones ρ y P no sean singulares en r = 0, se tiene que cumplir que

a =
[
e2κ
] 1
N . (5.46)

La condición P (R) = 0 implica la siguiente ecuación para b

bNe2κ
[
ab+R2(2N + 1)

]
=
(
ab+R2

)(N+1)
. (5.47)

Otra manera de ver la regularidad en el centro de estos modelos consiste en calcular la
densidad central, en este caso la densidad central es de la forma

ρc =
3Ne2κ

8πb e
2(N+1)
N

κ
. (5.48)
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Al sustituir los valores de las constantes a y b en la expresión para m(R) = M , ecuación
(5.45), se obtiene que

M =
R

2

[
1−

(
3N

3N + 8πR2ρc

)N]
.

A continuación se presentan varios casos para diferentes valores de N utilizando las
ecuaciones (5.46) y (5.47) para calcular las constantes a y b.

Caso 1:

N = 1 ⇒ a = e2κ , b =
R2

e2κ
. (5.49)

Caso 2:

N = 2 ⇒ a = eκ , b =

(
3 +
√

17
)
R2

4eκ
. (5.50)

Caso 3:

N = 3 ⇒ a = e2κ/3 ,

b =
R2
([

2
(
49 +

√
353
)]2/3

+
[
64
(
49 +

√
353
)]1/3

+ 3
√

8192
)

6e2κ/3
(
49 +

√
353
)1/3

. (5.51)

Para N > 3 los cálculos van a depender de la capacidad que se tenga para resolver
anaĺıticamente la ecuación (5.47). En todo caso, siempre es posible buscar una solución
numérica para (5.47).

Es importante señalar nuevamente que, a pesar de que N = 1 corresponde a una solución
tipo Tolman IV, en este caso lo que se obtiene es una solución anisótropa y no local, y
las ecuaciones de estado que resultan para valores de N > 1 son ecuaciones de estado con
propiedades completamente diferentes.

En la siguiente tabla se muestran algunos valores numéricos correspondientes a un objeto
compacto de radio R = 10 Km. La relación Masa-Radio se denota por µ.

Modelo µ M(M�) a b/M ρR × 1014 (gr.cm−3) ρc ×1015 (gr.cm−3) v2
s⊥|c

N = 1 0,25 1,69 0,25 256 5,36 1,61 4/5
N = 2 0,29 2,00 0,41 122 6,32 1,81 2/3
N = 3 0,31 2,12 0,52 97 6,72 1,87 3/5

donde v2
s |c y v2

s⊥|c son las velocidades del sonido al cuadrado en el centro:

v2
s

∣∣
c

= ĺım
r→0

∂P

∂ρ
=

3

5
y v2

s⊥
∣∣
c

= ĺım
r→0

∂P⊥
∂ρ

. (5.52)
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Figura 5.5: Densidad de enerǵıa para diferentes
valores de N con W = 0, Caso 1.

Figura 5.6: Presión radial para diferentes valo-
res de N con W = 0, Caso 1.

5.5. Familias de soluciones conformemente planas

Soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein, anisótropas y con la condición del tensor
de Weyl igual a cero, fueron presentadas por Stewart B.W. en [64].

En el caso estático y con simetŕıa esférica esta condición es la siguiente (ecuación (2.126))

W = 0 ⇒
[
ν ′λ′ − ν ′′ − ν ′2 +

ν ′ − λ′

r
− 1

r2

]
e−2λ +

1

r2
= 0 . (5.53)

En [64] se define
Φ′(r) ≡ r−1 − (r2 − 2mr)−1/2 , (5.54)

como una condición para que la función métrica

e2ν(r) = e2Φ
(
a+ br2e−2Φ

)2
, (5.55)

sea una solución de (5.53). Las cantidades a y b son constantes a determinar por las condi-
ciones de contorno.

Resulta interesante notar que (5.54) se puede escribir de manera más sencilla si se utiliza
la relación que define la función masa: 2m = r(1− e−2λ), esto es

Φ′(r) =
1

r

(
1− eλ

)
, (5.56)

El método utilizado en [64] consiste en tomar algunas soluciones estáticas conocidas y
mediante la integración de (5.54) obtener la otra función de la métrica. Es decir, conocida
m(r) se integra (5.54) para luego obtener la otra función métrica ν(r). En ese trabajo se
estudian cuatro ejemplos de soluciones estáticas pero, lamentablemente, el autor no cita las
respectivas fuentes.

La parte cŕıtica de ese método consiste en poder integrar (5.54). De los cuatro ejemplos
mostrados en [64] dos de ellos tienen que ver con soluciones por series para Φ(r).
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Figura 5.7: Presión tangencial para diferentes
valores de N con W = 0, Caso 1.

Figura 5.8: Masa vs densidad central para dife-
rentes valores de N con W = 0, Caso 1.

5.5.1. Caso 1

Consideremos el ejemplo 1 de [64] y tomemos la función masa mostrada alĺı

m(r) =
r

2

(
1− sen2(Kr)

K2r2

)
⇒ λ = ln

(
Kr

sen(Kr)

)
, (5.57)

donde K es una constante. Por lo tanto, de (5.56) se obtiene

Φ(r) =
1

2
Kr cot

(
Kr

2

)
+ C , (5.58)

y para que e2Φ(0) = 1 entonces C = 0.
Por simplicidad, aqúı haremos los siguientes cambios de variables

f(r) ≡ cot

(
Kr

2

)
, f ′ = −K

2

(
1 + f 2

)
, f ′′ =

K2

2
f
(
1 + f 2

)
, (5.59)

de manera que (5.58) queda de la siguiente forma

Φ(r) =
1

2
Krf . (5.60)

Por lo tanto, la función métrica ν(r) resulta ser

ν(r) = ln

[
Krf

2

(
a+

4b

K2f 2

)]
. (5.61)

Para que e2ν(0) = e2κ, se debe cumplir que a = eκ.
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Figura 5.9: Densidad de enerǵıa para diferentes
valores de N con W = 0, Caso 2.

Figura 5.10: Presión radial para diferentes va-
lores de N con W = 0, Caso 2.

Se quiere entonces estudiar la factibilidad de tomar la siguiente familia de métricas

ν(r) = N ln

[
Krf

2

(
a+

4b

K2f 2

)]
, con a = eκ/N . (5.62)

Las ecuaciones de campo que resultan de la condición no local:

λ(r) = ln

[
Krf

2

(
a+

4b

K2f 2

)]N
− κ , (5.63)

son las siguientes

ρ =
1

8πr2

[
1− e−2λ

{
1− N [Kf 2Π (2f −Kr(1 + f 2)) + 8rb (1 + f 2)]

Kf 3Π

}]
,

P = ρ− 1− e−2λ

4πr2
, P⊥ =

λ′′ e−2λ

8π
. Donde Π ≡ a+

4b

K2f 2
.

Para la función masa resulta:

m(r) =
r

2

[
1− 4Ne2κ

[
1

KrfΠ

]2N
]
. (5.64)

De la condición P (R) = 0 es posible obtener la constante b:

b =
K2F 2eκ/N

4

[
NKR (1 + F 2)− (2N + 1− e−κ)F
NKR (1 + F 2) + (2N + 1− e−κ)F

]
, (5.65)

donde F ≡ cot
(
KR

2

)
. De m(R) = M se obtiene

4Rb = KF
[
2−KRFeκ/2N

]
eκ/2N . (5.66)
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Figura 5.11: Presión tangencial para diferentes
valores de N con W = 0, Caso 2.

Figura 5.12: Masa vs densidad central para di-
ferentes valores de N con W = 0, Caso 2.

La combinación de (5.65) y (5.66) resulta en la siguiente ecuación trascendental para el
factor KR

N
[
1 + F 2

] [
2KRFe

κ
2N − 1

]
= ±

√
N [1 + F 2]

[
F 2
{

4e
κ

2N [2N + 1− e−κ] +N
}

+N
]
,

(5.67)
y una solución numérica de esta última ecuación permite obtener la constante K para dife-
rentes valores de N y del potencial gravitacional en la superficie eκ = 1− 2µ. Con el factor
KR determinado se obtiene b a partir de (5.65) o de (5.66).

La densidad central puede ser calculada para todo N .

ρc = N
12be−κ/N −K2

16π
. (5.68)

Al combinar esta última ecuación con (5.64) evaluada en la superficie resulta:

M =
R

2

[
1− 36N

(
NKF

R [NK2 (3F 2 + 1) + 16πρc]

)2N
]
. (5.69)

En la siguiente tabla se muestran algunos valores numéricos para un objeto compacto
de radio R = 10 Km y una relación masa radio: µ = 17/50, es decir, una masa total
M = 2, 30M� y un corrimiento al rojo en la superficie zR = 0, 77.

Modelo a bM2 KM ρR × 1014 (gr.cm−3) ρc ×1015 (gr.cm−3) v2
s⊥|c

N = 1 8/25 ≈ 0,029 ≈ 0,46 7,29 2,02 ≈ 0,54

N = 2 2
√

2/5 ≈ 0,024 ≈ 0,28 7,29 1,98 ≈ 0,50

N = 3 2/5 51/3 ≈ 0,018 ≈ 0,17 7,29 1.97 ≈ 0,49
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5.5.2. Caso 2

Un tratamiento completamente diferente a todo lo anterior consiste en imponer la con-
dición de no localidad directamente en la ecuación para W = 0, (5.53), esto es:

ν = λ+ κ + W = 0 ⇒ λ′′ +
1

r2
− e2λ

r2
= 0 . (5.70)

La solución de esta ecuación diferencial es

e2λ = K2r2
[
1 + cot2 (Kr + A)

]
=

[
Kr

sen (Kr + A)

]2

, (5.71)

donde K y A son constantes que resultan de la integración.
Es necesario que los elementos métricos sean funciones regulares en el origen, por lo tanto,

la constante A tiene que ser necesariamente igual a cero:

A = 0 ⇒ ĺım
r→0

e2λ = 1 . (5.72)

Es claro que imponer otra condición sobre los elementos métricos implica determinar por
completo el sistema de ecuaciones, y que la solución obtenida en (5.71) es exactamente la
misma función métrica del ejemplo 1 en [64], ecuación (5.57).

En resumen, el par de funciones métricas

eλ(r) =
Kr

sen(Kr)
y eν(r) =

Kreκ

sen(Kr)
, (5.73)

representan soluciones estáticas (para fluidos no perfectos) no locales y conformemente planas
de las ecuaciones de Einstein.

Ahora bien, aplicar nuevamente el algoŕıtmo significa hacer

ν(r) = N ln

[
Kreκ

sen(Kr)

]
. (5.74)

Para que e2λ(0) = 1, se debe escribir

λ(r) = N ln

[
Kreκ

sen(Kr)

]
−Nκ .

Las ecuaciones de campo resultantes son las siguientes

ρ(r) =
1

8πr2

[(
2N − 1− NKr sen(2Kr)

sen2(Kr)

)(
sen(Kr)

Kreκ

)2N

e2Nκ + 1

]
, (5.75)

P (r) =
1

8πr2

[(
2N + 1− NKr sen(2Kr)

sen2(Kr)

)(
sen(Kr)

Kreκ

)2N

e2Nκ − 1

]
, (5.76)

P⊥(r) =
N

8πr2

[
K2r2

sen2(Kr)
− 1

] [
sen(Kr)

Kreκ

]2N

e2Nκ . (5.77)
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Figura 5.13: Velocidad del sonido contra r para
diferentes valores de N , familia tipo Tolman IV.

Figura 5.14: Velocidad del sonido contra r para
diferentes valores de N , con W = 0, Caso 1.

La función masa

m(r) =
r

2

[
1−

(
sen(Kr)

Kreκ

)2N

e2Nκ

]
, (5.78)

por lo tanto, en la superficie donde m(r) = M , se debe cumplir la siguiente identidad(
sen(KR)

KReκ

)2N

e2Nκ = eκ ⇒ sen(KR) = KRe(
κ

2N ) . (5.79)

Para la otra condición en la superficie, que es P (R) = 0, resulta[
2N + 1− NKR sen(2KR)

sen2(KR)

] [
sen(KR)

KReκ

]2N

e2Nκ − 1 = 0 , (5.80)

pero por (5.79) se obtiene

2N + 1− NKR sen(2KR)

sen2(KR)
= e−κ . (5.81)

Un cálculo sencillo muestra que la ecuación anterior queda de la siguiente forma

cos(KR) =
(2N + 1− e−κ)

2N
e(

κ
2N ) . (5.82)

Por la siguiente identidad se puede determinar K:

sen2(KR) + cos2(KR) = 1 ⇒ K2R2 = e(−
κ
N ) − (2N + 1− e−κ)2

4N2
. (5.83)
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Esta expresión de K se debe introducir en la ecuación trascendental (5.79) para aśı obtener
numéricamente un valor de la relación masa radio µ, para los diferentes valores de N .

Se tiene entonces, que la densidad central resulta ser

ρc =
NK2

8π
. (5.84)

La combinación de esta última ecuación con (5.78), evaluada en la superficie, resulta en

M =
R

2

1−
(

N

2πR2ρc

)N (
sen

[√
2πρc
N

R

]
cos

[√
2πρc
N

R

])2N
 . (5.85)

En la siguiente tabla se muestran algunos valores numéricos para un objeto compacto de
radio R = 10 Km.

Modelo M� µ = M/R KM ρR × 1014 (gr.cm−3) ρc ×1015 (gr.cm−3) v2
s⊥|c

N = 1 2, 68 ≈ 0,396 ≈ 0,79 8,49 2,14 1/5
N = 2 2, 54 ≈ 0,374 ≈ 0,52 8,05 2,07 14/45
N = 3 2, 49 ≈ 0,368 ≈ 0,42 7,90 2,05 12/35

Es claro que para valores de N diferentes a N = 1 no se satisface la ecuación (5.70) y
para N > 1 lo que se tendŕıan entonces son familias de soluciones no locales pero con W 6= 0.

La solución para N = 1 se estudió en detalle en el caṕıtulo 4.

5.6. Discusión

En este caṕıtulo se consideró el algoritmo propuesto por Lake [91], para generar un
conjunto de soluciones regulares, estáticas, con simetŕıa esférica y de fluido perfecto de las
ecuaciones de Einstein. Basado en la posibilidad de escoger una de las funciones métricas
resultó posible generar soluciones no locales anisótropas. En [91] cada función fuente debe ser
una función monótona creciente con un mı́nimo regular en r = 0, esta función al satisfacer
un conjunto de condiciones de frontera generará, v́ıa la ecuación (5.26), un conjunto de
soluciones regulares en r = 0. El número de funciones fuente puede ser infinito, con lo
cual el número de soluciones generadas podŕıa ser infinito, pero esto no garantiza que la
condición de borde Ps = 0 lleve a una ecuación que pueda resolverse de manera exacta. Sin
embargo, es bueno acotar que el conjunto de soluciones obtenidas bajo este criterio resultan
ser f́ısicamente interesantes.

El método de [91] fue adaptado aqúı de manera satisfactoria para generar conjuntos de
soluciones no locales. El primer ejemplo que se consideró fue la muy bien conocida solución
de Tolman IV y tres casos fueron mostrados para diferentes valores de N . La solución para
N = 1 corresponde a la solución original del tipo Tolman IV, no local, pero para valores
de N > 1 las soluciones se corresponden a soluciones con caracteŕısticas completamente
diferentes, es decir, para cada valor de N se tiene una ecuación de estado no local diferente.
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Los perfiles de densidad y presión radial, para
diferentes valores de N pueden verse en las
figuras 5.1 y 5.2. En la Figura 5.3 se puede
apreciar un cambio de signo de la cantidad
P⊥−P a medida que N se hace más grande.
Por otra parte, es muy frecuente el uso de los
diagramas que representan la relación entre
la masa total y la densidad central, Figura
5.4, para mostrar una serie de modelos de es-
trellas de neutrones. La masa es una función
que aumenta a medida que se incrementa la
densidad central hasta un valor máximo cŕıti-
co, es de esperar que más allá de ese valor la
estrella pase a ser inestable y pueda colap-
sar [57]. Para las tres ecuaciones de estado
mostradas en la Figura 5.4 se tienen masas
ĺımites menores a 3, 4 masas solares.

Figura 5.15: Velocidad del sonido contra r para
diferentes valores de N , con W = 0, Caso 2.

También fue considerado el caso de soluciones anisótropas con el requerimiento matemáti-
co adicional de ser conformemente planas. Dos enfoques fueron estudiados: el primero tiene
que ver con un método presentado por Stewart B.W. [64] para producir soluciones de fluidos
no perfectos con la condición W = 0. Se tomó el ejemplo 1 de [64] para construir la función
fuente y a partir de alĺı se generaron tres ecuaciones de estado no locales, como se hizo en
el ejemplo anterior. Los perfiles para la densidad, presión radial y presión tangencial pueden
verse en las figuras 5.5, 5.6 y 5.7 respectivamente. La Figura 5.8 muestra la relación masa
total contra densidad central, se pueden apreciar los valores para la masa máxima alcanza-
dos para cada modelo. El segundo enfoque tiene que ver con la posibilidad de introducir la
condición de no localidad directamente en la ecuación que resulta de la condición de hacer
el tensor de Weyl igual a cero. Estas dos condiciones juntas permiten cerrar el sistema de
las ecuaciones de campo y parte del resultado puede verse en las figuras 5.9-5.11. La Figura
5.12 es una visualización de la forma como las masas máximas son alcanzadas para cada
ecuación de estado, correspondiente a los diferentes valores de N . Cuando N = 1 se recobra
el ejemplo 1 de [64], esto significa que la solución mostrada alĺı es, además de conformemente
plana, no local.

En las figuras 5.13-5.15 se pueden apreciar las velocidades del sonido radial para las tres
familias de soluciones consideradas aqúı. Todos los modelos tienen la propiedad de que la
velocidad del sonido es una función que decrece con r.
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Caṕıtulo 6

Un Estudio sobre la estabilidad y
fracturas

Resulta de interés estudiar la respuesta de un modelo de objeto compacto cuando se
producen fluctuaciones en sus variables f́ısicas, un modelo inestable a perturbaciones de este
tipo carece de valor f́ısico. Estos objetos auto-gravitantes pueden presentar desviaciones de
su estado de equilibrio si el sistema es perturbado, en [94] se encuentra que la aparición de
pequeñas cantidades de anisotroṕıa puede cambiar de manera contundente la evolución de
un sistema.

Cuando las distribuciones de materia son apartadas del equilibrio pueden aparecer fuerzas
radiales de diferente signo ocasionando la aparición de fracturas [22]. Se dice que ocurre una
fractura cuando la fuerza radial está dirigida hacia el centro en la región más interna de la
esfera y cambia de dirección para algún valor de la coordenada radial [44].

Los efectos de fractura pueden describirse a partir de la noción de la aceleración de marea
para los elementos contiguos del fluido [23, 3], y puede ser definida como:

Aα =

[
−Rα

βγµu
βuµ + hαβ

(
duβ

ds

)
;γ

− duα

ds

duγ
ds

]
hγν δx

ν , (6.1)

donde δxν es un vector que conecta a dos elementos del fluido vecinos; hαβ es el proyector en
el 3-espacio ortogonal a la cuadrivelocidad uα y duα/ds ≡ uµuα;µ.

Ahora bien, es posible definir a partir de la ecuaciones TOV la siguiente cantidad:

F ≡ dP

dr
+ (ρ+ P )

(
m+ 4πr3P

r (r − 2m)

)
− 2

r
∆ , (6.2)

y demostrar que (6.1) y (6.2), evaluadas inmediatamente después de la perturbación, conduce
a la siguiente expresión [23, 24]

F = −e
2λ(ρ+ P )

eνr2

∫ R

0

dr̃ eν r̃2 dΘ

ds
, (6.3)

donde Θ representa la expansión.
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La ecuación (6.2) es la ecuación de equilibrio hidrostático, que es idénticamente igual
a cero para configuraciones estáticas (o en evolución lenta), F define la fuerza radial total
sobre cada elemento del fluido.

Para que se originen fracturas, es necesario que para algún valor del radio (0 ≤ r ≤ R)
la cantidad dΘ/ds se haga cero dentro de la configuración. Como se puede apreciar en (6.3),
existe un efecto no local ya que el cambio de signo en F no depende del valor de dΘ/ds en
un punto, sino en toda la región por debajo de la fractura.

Cuando el sistema posee distribuciones de presión y densidad que satisfacen F = 0 se dice
que el sistema está en equilibrio. La aparición de fluctuaciones en la densidad y anisotroṕıa
pueden inducir fuerzas radiales (F 6= 0) que, dependiendo de su distribución espacial, pueden
producir cambios de signo en F .

Por lo tanto, es necesario perturbar el sistema para observar posibles cambios en el
signo de F . Aqúı se van a considerar perturbaciones independientes en la densidad δρ y
la anisotroṕıa δ∆ con el fin de hacer que el sistema, originalmente estable, abandone esta
situación de equilibrio.

Una fluctuación en la densidad se propagará en la función masa y la presión radial, a
través de la ecuación de estado, de la siguiente manera:

ρ+ δρ⇒


P (ρ+ δρ, r) ≈ P (ρ, r) + δP ≈ P (ρ, r) + ∂P

∂ρ
δρ ,

m(ρ+ δρ, r) = 4π
∫ r

0
(ρ+ δρ)r̄2dr̄ ≈ m(ρ, r) + 4π

3
r3δρ .

(6.4)

Por otro lado, si se expande (6.2) se obtiene:

F ≈ F0(ρ, P,m,∆, r) +
∂F
∂ρ

δρ+
∂F
∂P

δP +
∂F
∂m

δm+
∂F
∂∆

δ∆︸ ︷︷ ︸
F̃

, (6.5)

donde F0 corresponde a la configuración en equilibrio. Utilizando (6.4) se puede mostrar que

F̃ = δρ

[(
2
∂F
∂ρ

+
4π

3
r3 ∂F
∂m

)
− 2

r

δ∆

δρ

]
, (6.6)

con
∂F
∂ρ

=
m+ 4π Pr3

r(r − 2m)
≥ 0 y

∂F
∂m

=
(ρ+ P ) (1 + 8π Pr2)

(r − 2m)2
≥ 0 . (6.7)

Se puede observar que, a fin de tener un cambio de signo en F̃ , es necesario lo siguiente:

1. Se deben perturbar tanto la anisotroṕıa como la densidad;

2. Las dos cantidades perturbadas deben ser del mismo signo: δ∆/δρ > 0.

Por lo tanto, para que una configuración sea potencialmente estable se debe cumplir que
δ∆/δρ ≤ 0 en todo el interior de la esfera para que no ocurran cambios de signo en F̃ .
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6.1. Fracturas y las velocidades del sonido

Cuando se consideran perturbaciones independientes en la densidad y la anisotroṕıa local
no existen criterios que permitan establecer la funcionalidad de las perturbaciones a través
de la distribución de materia. En trabajos anteriores, [22, 23, 24, 95], se establecen pocos
criterios f́ısicos para definir la magnitud de las perturbaciones, lo que trae como consecuencia
la aparición de escenarios que probablemente no cumplen con las condiciones de aceptabilidad
f́ısica. Por otra parte, todos esos trabajos previos consideran únicamente perturbaciones
constantes para inducir inestabilidades en el sistema.

Cuando se considera que las perturbaciones son independientes, lo que significa es que
estas perturbaciones generales provienen de fenómenos f́ısicos que no están relacionados
entre śı. En este trabajo el orden de magnitud de las perturbaciones será acotado por el
comportamiento de alguna de las variables f́ısicas. Resulta fácil darse cuenta que

δ∆

δρ
∼ δ (P⊥ − P )

δρ
∼ δP⊥

δρ
− δP

δρ
∼ v2

s⊥ − v2
s , (6.8)

donde v2
s and v2

s⊥ representan las velocidades del sonido radiales y tangenciales, respectiva-
mente.

A través de (6.8) se puede tener una idea más precisa del orden de magnitud de las
perturbaciones (δ∆ y δρ) y de las regiones que tienden a ser potencialmente inestables
dentro de la configuración.

Debido a que 0 ≤ v2
s ≤ 1 y 0 ≤ v2

s⊥ ≤ 1, se tiene |v2
s⊥ − v2

s | ≤ 1. Entonces:

−1 ≤ v2
s⊥ − v2

s ≤ 1⇒


−1 ≤ v2

s⊥ − v2
s ≤ 0 , Sistema potencialmente estable ,

0 < v2
s⊥ − v2

s ≤ 1 , Sistema potencialmente inestable .
(6.9)

Por lo tanto, tomando como base el hecho de que existe una diferencia en la propagación
del sonido dentro del fluido, es posible evaluar las regiones que pueden llegar a ser inestables
y determinar aśı la aparición de fracturas. Aquella región donde v2

s < v2
s⊥ será una región

inestable, pero si v2
s ≥ v2

s⊥ entonces será una región estable y no será posible la aparición
de fracturas. Es importante mencionar que según lo anteriormente expuesto, se tiene que si
P⊥ 6= 0 y P = 0 entonces el sistema es siempre potencialmente estable, por el contrario, si
P⊥ = 0 y P 6= 0 entonces la perturbación implica inestabilidad.

A lo anterior se le puede agregar el hecho de que la magnitud de la perturbación en
la anisotroṕıa siempre debe ser más pequeña que el de la densidad, esto significa que la
cantidad: |v2

s⊥ − v2
s | ≤ 1 ⇒ |δ∆| ≤ |δρ|. Cuando δ∆/δρ > 0, esas perturbaciones implican

modelos potencialmente inestables.

6.2. Perturbaciones, fracturas y la materia anisótropa

Estudiemos ahora la efectividad del criterio de estabilidad para distribución de materia
acotadas, recordando que el concepto de fractura se refiere a la tendencia que tiene la con-
figuración a dividirse, y este hecho tiene que ser establecido a partir de la integración del
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conjunto completo de las ecuaciones de Einstein. Además, es evidente que algunas pertur-
baciones pueden producir inestabilidades que lleven al objeto a colapsar o expandirse sin
necesidad de producir fracturas.

Con el fin de probar el criterio (6.9) vamos a utilizar diferentes perfiles de densidad
para modelos que satisfacen las condiciones de aceptabilidad f́ısica. Básicamente, el método
consiste en suministrar un perfil de densidad para obtener la presión radial a partir de una
ecuación de estado: P = P (ρ(r)), luego resolver para la presión tangencial a partir de la
ecuación (4.7):

P = P (ρ(r))→ P⊥ = P +
r

2

dP

dr
+
ρ+ P

2

[
m+ 4πr3P

r − 2m

]
. (6.10)

De esta manera, las velocidades del sonido radiales y tangenciales son calculadas y sus
diferencias evaluadas. Utilizando (6.9) la estabilidad o inestabilidad podrá ser establecida.
Entonces, un cambio de signo en F̃ descrito por (6.6) y (6.7) confirmará lo anteriormente
dicho. El estudio lo llevaremos a cabo analizando cuatro casos cualitativamente diferentes,
tomaremos dos ecuaciones de estado locales y dos no locales.

6.2.1. Modelo anisótropo tipo Tolman VI

Este modelo fue introducido por Cosenza, Herrera, Esculpi y Witten [96] tomando como
punto de partida la solución singular de Tolman VI [71]. La solución original isótropa Tolman
VI carece de significado f́ısico pero tiene cierta similitud con la ecuación de estado para un
gas de Fermi relativista con exponente adiabático de 4/3. Utilizando un método heuŕıstico
los autores determinan las variables f́ısicas para fluidos anisótropos

ρ =
K

r2
, Pr =

3

8πr2

(
1−

√
r
R

7− 3
√

r
R

)
, P⊥ =

3

224πr2

(
21− 25

√
r
R

7− 3
√

r
R

)
. (6.11)

Las condiciones de contorno implican que K = 3/56π y R = 81/49.
La velocidades del sonido se pueden escribir como

v2
s =

7
(
7 + 3 r

R
− 9
√

r
R

)(
7− 3

√
r
R

)2 y v2
s⊥ =

3
(
49 + 25 r

R
− 70

√
r
R

)
4
(
7− 3

√
r
R

)2 . (6.12)

Con (6.11) la expresión para (6.6) puede ser obtenida:

F̃TV I =
2δρ

r

[(
588 + 180 r

R
− 672

√
r
R

)
v2
s + 539 + 195 r

R
− 658

√
r
R

16
(
7− 3

√
r
R

)2 − δ∆

δρ

]
. (6.13)

Este modelo es singular en el centro y cerca de la superficie (r/R ' 0,706) la presión
tangencial se hace negativa, sin embargo, la diferencia en la velocidad del sonido a través
de la distribución es constante, lo que viene a representar una relación constante para la
perturbación [22, 23, 24, 95].
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6.2.2. Modelo no local tipo Stewart 1

Este modelo surge de tomar el perfil de densidad propuesto por B. W. Stewart [64] para
describir configuraciones acotadas, anisótropas, y conformemente planas.

ρ =
1

8πr2

(e2Kr − 1)(e4Kr + 8Kre2Kr − 1)

(e2Kr + 1)3
.

Como se mostró anteriormente, cuando se consideraron distribuciones no locales, las presiones
radiales y tangenciales son

P =
1

8πr2

(1− e2Kr)(e4Kr − 8Kre2Kr − 1)

(e2Kr + 1)3
, (6.14)

P⊥ =
2K2e4Kr

π[1 + e2Kr]4
. (6.15)

donde

K =
1

2a
ln

1 +
(

2M
a

) 1
2

1−
(

2M
a

) 1
2

 . (6.16)

De (6.2.2), (6.14) y (6.15) las correspondientes expresiones para las velocidades del sonido
son las siguientes:

v2
sr =

8Kre2Kr
[(
e4Kr − 1

)
+Kr

[(
e2Kr − 2

)2 − 3
]]
−
(
e4Kr − 1

)2

(e4Kr − 1)2 + 8K2r2e2Kr
[
(e2Kr − 2)2 − 3

] , (6.17)

v2
s⊥ =

32K3r3e4Kr
(
e2Kr − 1

) (
e2Kr + 1

)−1

(e4Kr − 1)2 + 8K2r2e2Kr
[
(e2Kr − 2)2 − 3

] . (6.18)

La ecuación (6.6) se puede evaluar para este modelo, lo cual resulta en

F̃NLStw1 =
2δρ

r

[[(
e2Kr + 1

)
(5 + v2

sr) + 4Kr
(
e2Kr − 1

)]
Kr

6 (e2Kr + 1)2 (e2Kr − 1)−1 − δ∆

δρ

]
. (6.19)

6.2.3. Modelo no local tipo Stewart 2

Para este modelo, consideremos la solución estática obtenida en el caṕıtulo anterior,
cuando juntamos la teoŕıa no local con la condición del tensor de Weyl igual a cero, esto es,
las ecuaciones (4.91), (4.92) y (4.93):

ρ =
1

8πr2

[
1− sin(2Kr)

Kr
+

sin2(Kr)

K2r2

]
, (6.20)

P = − 1

8πr2

[
1 +

sin(2Kr)

Kr
− 3

sin2(Kr)

K2r2

]
, (6.21)

P⊥ =
1

8πr2

[
1− sin2(Kr)

K2r2

]
. (6.22)
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Como se determinó anteriormente

K =

√
M
R

(
4− 9M

R

)
R− 2M

.

A partir de (6.20), (6.21) y (6.22) las correspondientes expresiones para la velocidad del
sonido son:

v2
sr =

sin2(Kr) (3−K2r2)− 3
2

sin(2Kr)Kr

[cos(Kr)Kr − sin(Kr)]2
y v2

s⊥ =

Kr
2

[
Kr + sin(2Kr)

2

]
− sin2(Kr)

[cos(Kr)Kr − sin(Kr)]2
.

(6.23)
Y ahora, la ecuación (6.6) puede ser evaluada para este modelo

F̃NLStw2 =
2δρ

r

[
2 sin(2Kr)Kr − 9 sin2(Kr) (v2

sr + 1)

12 sin4(Kr)
[
sin(2Kr)Kr − 2 sin2(Kr)

]−1 −
δ∆

δρ

]
. (6.24)

6.2.4. Modelo Florides-Stewart-Gokhroo & Mehra

Para este modelo vamos a tomar la solución estática, anisótropa, presentada por M. K.
Gokhroo y A. L. Mehra [66]. Esta solución fue considerada anteriormente, Caṕıtulo 4, para
generar una solución no local. Consideremos aqúı nuevamente la solución original, es decir:

ρ = ρc

(
1− Kr2

R2

)
, (6.25)

P =
ρc
j

(
1− 2µr2

R2

[
5− 3Kr2

R2

5− 3K

])(
1− r2

R2

)n
, (6.26)

P⊥ = P +
ρc
j

[
3µK

5− 3K
η4
(
1− η2

)n
+ η2 e

λ

2

[
15µe−2λ

j (5− 3K)

(
1− η2

)2n

−2πe−2λ
(
1− η2

)n−1
+

5µj

5− 3K

(
1− 3

5
Kη2

)(
1−Kη2

)]]
, (6.27)

con

µ =
M

R
, e−λ = 1− 2µη2 (5− 3Kη2)

5− 3K
y η =

r

R
.

y ρc es la densidad en el centro de la configuración de materia y j un parámetro arbitrario.
De (6.25), (6.26) y (6.27) se tiene que:

v2
s =

2µ (5− 6Kη2) [1− (1 + n) η2] + n [5− 3K (1 + 2µη4)]

Kj (5− 3K) (1− η2)1−n , (6.28)

y

v2
s⊥ = v2

sr −
1

2jKη

[
6µKη3 [2− η2(2 + n)]

(5− 3K) (1− η2)1−n +
η

e−λ

[
φ

(
1− ηξ

2e−λ

)
+
η

2
Ξ

]]
, (6.29)
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Perfil de Densidad M/R M(M�) zR ρR × 1014 (gr/cm3) ρc ×1015 (gr/cm3)
TolmanVI 0.21 1.42 0.31 2.30 –

NL Stewart 1 0.32 2.15 0.65 6.80 1.91
NL Stewart 2 0.39 2.68 1.19 8.49 2.14

Gokhroo y Mehra 0.26 1.76 0.44 0.00 2.09

Cuadro 6.1: Los parámetros se han seleccionado de manera tal que puedan representar un
objeto compacto de radio R = 10 Km y para que la función masa satisfaga completamente
todas las condiciones de enerǵıa y aceptabilidad f́ısica.

donde:

Ξ =
30µe−λ (1− η2)

2n

j(5− 3K)

[
ξ − 2nηe−λ

1− η2

]
−4µjKη (4− 3Kη2)

5− 3K
−4πe−λ

[
ξ − ηe−λ

1− η2

] (
1− η2

)n−1
,

(6.30)

φ =
1

5− 3K

[(
1− η2

)2n
e−2λ

[
15µ

j
− 2π (5− 3K)

(1− η2)n+1

]
+
µj (5− 3Kη2)

(1−Kη2)−1

]
(6.31)

y

ξ = −4µη (5− 6Kη2)

5− 3K
. (6.32)

Para este ejemplo (6.6) resulta en

F̃GM =
2δρ

r

[
2µv2

s

(5− 3K) je−2λaη

[
η2
[
15e−λ

(
1− η2

)n − j (5− 6Kη2
)]

−
2µ (5− 3Kη2)

[
15e−λ (1− η2)

n
+ j (10− 9Kη2)

]
5− 3K

]
(6.33)

− 6µη4

(5− 3K)2 j2

[
j2
(
9K2η4 + 25

)
+ 30j

[
e−λ

(
1− η2

)
K − j

]
η2

−75e−2λ
(
1− η2

)2n

]
− δ∆

δρ

]
.

6.2.5. Los modelos

Como se puede apreciar a partir de los datos de la Tabla 6.1, todos los modelos correspon-
den a una distribución de materia con radio de 10 Km y una masa total M en términos de la
masa solar M�. Estos son los valores t́ıpicos esperados para objetos astrof́ısicos compactos
tipo estrellas de neutrones. En la tabla también se muestran otros parámetros caracteŕısticos
de estos objetos: el corrimiento al rojo en la superficie zR, la densidad central ρc y la densidad
en la superficie ρR.
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6.3. Discusión

Las curvas para la velocidad del sonido radial y tangencial, aśı como también su diferencia
v2
s⊥ − v2

s , se muestran en la figura 6.1. La relación para la perturbación δ∆/δρ ≡ v2
s⊥ − v2

s

satisface totalmente la restricción −1 ≤ δ∆/δρ ≤ 1 en todos los modelos considerados aqúı.
Se puede apreciar que δ∆/δρ es constante para el modelo Tolman VI (Cuadro I en la

Figura 6.1) Este tipo de relación fue estudiado en trabajos previos [22, 23, 24, 95]. Como
δ∆/δρ < 0, nuestro criterio de estabilidad (6.9) nos dice que el modelo anisótropo Tolman
VI no se fractura. Los modelos no locales Stewart son mostrados en los cuadros II y III
respectivamente. Debido a que −1 ≤ δ∆/δρ ≤ 0 estos dos modelos tampoco presentan
fracturas en su interior.

Un escenario más interesante se tiene para el modelo Florides-Stewart-Gokhroo-Mehra
con j = 7, K = 1 and n = 2, como se puede apreciar en el cuadro IV . Es evidente en
este cuadro que la relación de perturbación: δ∆/δρ no solo presenta un perfil variable sino
que también cambia de signo. Este modelo muestra dos regiones potencialmente inestables:
0 . η = r/R . 0,2570 y 0,7565 . η = r/R . 1 donde δ∆/δρ > 0.

Las curvas que representan la función F̃ se pueden ver en la Figura 6.2, de manera que
los criterios de estabilidad considerados anteriormente pueden ser comparados con el cambio
en el signo para las expresiones: (6.13), (6.19), (6.24) y (6.33). Es fácil reconocer en esta
figura que los modelos Tolman VI, NL Stewart 1 y NL Stewart 2 no presentan fracturas en
ningún punto de la distribución de materia (cuadros I, II y III respectivamente). Mientras
que para el modelo Florides-Stewart-Gokhroo-Mehra se aprecia una fractura en η ≈ 0,17986
dentro de la primera región potencialmente inestable: 0 . η = r/R . 0,2570.

En resumen, para algunos tipos particulares de perturbaciones, la razón para las fluctua-
ciones de anisotroṕıa y densidad δ∆/δρ se pueden interpretar en términos de la diferencia
de las velocidades del sonido δ∆/δρ ∼ v2

s⊥ − v2
s . De (6.9) se tiene que las regiones donde

v2
s < v2

s⊥ serán regiones potencialmente inestables, en caso contrario, si v2
s ≥ v2

s⊥ entonces
no ocurrirán fracturas y la región será una región potencialmente estable.

Esta interpretación permite hacer una redefinición del concepto de fractura, al relacionar-
las con regiones de inestabilidad debido al comportamiento de alguna de las variables f́ısicas,
dentro de la configuración de materia. Como se mencionó anteriormente, la diferencia en
las velocidades del sonido claramente permite identificar, v́ıa ecuación (6.6), las regiones que
tienden a ser inestables. Esto se puede apreciar en la Figura 6.2, cuadro IV, donde se muestra
un punto de fractura en η ≈ 0,17986 para el modelo Florides-Stewart-Gokhroo-Mehra.

Por otra parte, debido a que la velocidad del sonido tiene que ser menor que la velocidad
de la luz, entonces la diferencia de velocidades tiene la restricción:

|δ∆/δρ| ∼ |v2
s⊥ − v2

s | ≤ 1 .

Esta restricción es muy importante a la hora de caracterizar un determinado modelo, ya que
es posible encontrar fracturas dentro de configuraciones para un conjunto de fluctuaciones
en la anisotroṕıa y en la densidad que no son f́ısicamente aceptables, es decir, |δ∆/δρ| > 1.

Un comentario adicional con respecto al cociente δ∆/δρ es que esta relación no tiene que
ser constante, como en [22, 23, 24, 95], donde se utilizaron otros criterios para estudiar el
cambio de signo de F̃ .
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Figura 6.1: Variaciones de las velocidades del sonido radial y tangencial. Los cuadros I,
II, III y IV representan Tolman VI, NL Stewart 1, NL Stewart 2 y Gokhroo & Mehra,
respectivamente. Las curvas a, b y c corresponden a v2

s , v
2
s⊥ y v2

s⊥ − v2
s respectivamente.

Para el caso de configuraciones de materia extremas, como las estudiadas anteriormente
cuando consideramos P⊥ 6= 0 y P = 0, se puede mencionar que estas son siempre poten-
cialmente estables, mientras que el otro escenario: P⊥ = 0 y P 6= 0 podŕıan ser posibles
escenarios donde el fenómeno de fractura puede llegar a suceder.

Los modelos de objetos compactos no debeŕıan ser inestables debido a fluctuaciones de
sus variables f́ısicas, ya que si se comportan como objetos inestables estos debeŕıan seguir
algún tipo de comportamiento particular, como colapsar, expandirse o fragmentarse. En
este sentido, las perturbaciones juegan un papel importante para identificar de qué manera
el objeto compacto puede llegar a evolucionar. Otros tipos de perturbaciones que pueden
conducir a situaciones de colapso o expansión pueden ser consultados revisando el formalismo
de Chandrasekhar [97, 98].

Para finalizar, es bueno recalcar el hecho de que los diferentes patrones de evolución
para configuraciones inestables son sólo una tendencia, es decir, que el comportamiento y
la evolución temporal posterior del objeto debe establecerse a partir de la integración del
conjunto completo de las ecuaciones de Einstein.
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Figura 6.2: Fuerza radial inducida F̃ para las configuraciones anisótropas. Los cuadros I, II,
III y IV corresponden a los modelos Tolman VI, NL Stewart 1, NL Stewart 2 y Gokhroo &
Mehra, respectivamente.



Caṕıtulo 7

Soluciones exactas dinámicas con una
EENL

En este caṕıtulo se pretende estudiar posibles escenarios de colapso gravitacional de
objetos compactos descritos por una EENL. La idea principal consiste en resolver el conjunto
de ecuaciones de campo de manera anaĺıtica, es decir, sin recurrir a métodos numéricos. Sin
embargo, al final del caṕıtulo se desarrollará un método semi-numérico para el estudio de la
evolución del colapso de estrellas con el fin de establecer, en la medida de las posibilidades,
algunas comparaciones entre ambos métodos.

A diferencia del caso newtoniano, donde la masa es la única fuente de gravedad, en la
teoŕıa General de la Relatividad todas las formas de enerǵıa producen campos gravitacionales.
La presión, por ejemplo, juega un papel muy diferente al que juega en la teoŕıa de Newton ya
que además de ser ella misma fuente de campo gravitacional es ésta la que en última instancia
sostiene a la estrella en contra del colapso. Los objetos compactos, como las estrellas de
neutrones, son estables a medida que la presión de Fermi de los neutrones degenerados logran
contrarrestar la atracción gravitacional. Un medio material degenerado tiene que ver con el
hecho de que la temperatura es mucho más pequeña que la enerǵıa de Fermi de los neutrones
de manera que todos los niveles energéticos permitidos están ocupados, y por el principio
de exclusión de Pauli, no hay cabida para estados adicionales: no hay la posibilidad de que
dos fermiones puedan tener los mismos números cuánticos. Una ruptura de este equilibrio,
por alguna inestabilidad, puede dar origen a una situación de colapso del medio material
originando un aumento en la densidad, lo que a la vez trae como consecuencia una mayor
repulsión debido al aumento de las fuerzas nucleares de corto rango, incrementando la presión
de Fermi. El aumento de la densidad y el exceso de neutrones hace que las propiedades de
la materia cambien considerablemente, encontrar una ecuación de estado que describa todos
estos cambios es un hecho muy dif́ıcil de realizar.

Como ya se ha mencionado, para construir un modelo estelar se requiere el poder sumi-
nistrar una ecuación de estado. Consideremos entonces que la materia viene descrita por una
ecuación de la forma (3.27), que supondremos válida para un fluido material con densidades
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mayores a la densidad nuclear, es decir ρ > ρ0. Esto es:

P = ρ− 2

r3

∫ r

0

r̄2

[
ρ+ 2qω + P ω2

1− ω2

]
dr̄ , (7.1)

donde P = P (t, r), ρ = ρ(t, r), q = q(t, r) y ω = ω(t, r).
Como ya se discutió con anterioridad, la ecuación (7.1) se puede escribir de manera

equivalente como una ecuación diferencial:

ρ− 3P + r (ρ′ − P ′)− 4ωq − [3ρ− P + r (ρ′ − P ′)] ω2 = 0 . (7.2)

Es interesante notar que es posible acomodar la ecuación (7.2), utilizando (7.1), de la
manera siguiente:

ρ− 3P + r (ρ′ − P ′) =
2 (ρ+ P )ω2 + 4qω

1− ω2
. (7.3)

Ahora bien, si ρ y P tienen una dependencia en r de manera tal que satisfacen la ecuación

ρ− 3P + r (ρ′ − P ′) = 0 , (7.4)

entonces, de (7.3) se obtiene que la velocidad del material es:

ω = − 2q

(ρ+ P )
. (7.5)

Debe quedar claro que con (7.5) la ecuación (7.2) es satisfecha, además, es fácil ver que si
el medio material rad́ıa enerǵıa, q > 0, el sistema colapsará, ω < 0, en el caso contrario, el
objeto se expandirá.

Sustituyendo (7.5) en la ecuación de campo (3.44) resulta

q =
2q (ρ+ P )

(ρ+ P )2 + 4q2
−

[
(ρ+ P )2 − 4q2

(ρ+ P )2 + 4q2

]
λ̇ e−(2λ+κ)

4πr
. (7.6)

Las soluciones de (7.6) vienen dadas por

q1 =
λ̇ e−(2λ+κ)

4πr
, q2 =

1

2
(ρ+ P ) , q3 = −1

2
(ρ+ P ) . (7.7)

Es claro que

q2,3 = ±1

2
(ρ+ P ) ⇒ ω = ∓1 . (7.8)

Por lo tanto, la condición (7.4) conduce a que necesariamente

q =
λ̇ e−(2λ+κ)

4πr
. (7.9)

Esta última ecuación refleja el hecho de que, en estas coordenadas, el colapso conducido v́ıa
la EENL no puede ser del tipo adiabático, es decir, con q = 0. Según (7.9), al no existir
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radiación desaparecerá la dependencia temporal de la función λ, reduciendo aśı nuestro
problema al caso estático.

En el borde de la distribución, R(t) ≡ rs(t), las condiciones de contorno Ps = qs llevan a
que (3.49) implique lo siguiente:

Ω ≡ Ṙ = − 2eκPs
(ρs + Ps)

. (7.10)

Por lo tanto, la solución de (7.10) permitirá seguir la evolución del borde de la distribución
para un conjunto de condiciones iniciales.

7.1. Evolución en coordenadas de Schwarzschild

Con el fin de explorar la contribución de una EENL en la hidrodinámica presente en
el colapso gravitacional de un objeto compacto, se considerará que la función densidad de
enerǵıa ρ(t, r) tiene la misma dependencia en r que la densidad ρ(r) de una solución estática
conocida. Esta consideración, por lo tanto, impone que (7.4) sea satisfecha.

El conjunto de ecuaciones de campo, en el interior de la distribución de materia, queda
ahora de la siguiente forma:

ρ =
e−2λ

[(
2rλ′ − e2λ + 1

)
ω2 − 1 + 2rλ′ − 4rωλ̇e−κ

]
+ 1

8πr2 (1− ω2)
,

P = ρ− 1− e−2λ

4πr2
, q =

λ̇ e−(2λ+κ)

4πr
,

P⊥ = −e
−2λ

8π

[(
λ̈− κ̇λ̇

)
e−2κ − λ′′

]
. Con ω = − 2q

(ρ+ P )
.

Para poder hallar todas las magnitudes f́ısicas será necesario determinar la función λ(t, r)
como se muestra en los dos ejemplos que vienen a continuación.

7.1.1. Modelo 1

Consideremos el perfil de densidad propuesto por P.S. Florides [65], que también corres-
ponde a diferentes soluciones: la de Stewart [64] (ejemplo 4) y la de M. K. Gokhroo y A. L.
Mehra [66], esta última, bajo circunstancias particulares [67], da origen a una ecuación de
estado similar a la newtoniana para materia nuclear de Bethe-Börner-Sato [3, 4, 68]. Como
ya fue señalado en el Caṕıtulo 4, estas soluciones son equivalentes a las soluciones del tipo
Tolman VII donde: e−2λ = 1− Ar2 +Br4.

La solución estática que tomaremos para este primer modelo tiene que ver con el perfil
de densidad tal y como aparece en [66], y lo denominaremos el modelo (G-M). El perfil de
densidad es el siguiente:

ρ(r) = ρ̄c

[
1−K r2

R2

]
, 0 ≤ K ≤ 1 , (7.11)
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Figura 7.1: Evolución de la su-
perficie R(t) en función de la
coordenada temporal t para los
dos modelos considerados. Mo-
delo tipo Gokhroo-Mehra en
azul y el modelo tipo Finch-
Skea en rojo.

donde ρ̄c es la densidad central, K es una constante y R el radio de la esfera.
La propuesta en este trabajo consiste en suponer que la función densidad-enerǵıa tiene

la siguiente forma:

ρ(t, r) = ρc(t)

[
1− K(t)

R(t)2
r2

]
, (7.12)

con 0 ≤ K(t) ≤ 1. Ahora, la presión se puede determinar v́ıa la ecuación (7.4)

P (t, r) =
1

3
ρc(t)

[
1− 9K(t)

5R(t)2
r2

]
. (7.13)

Por lo tanto, por (3.46), la función masa es

m(t, r) =
4π

3
ρcr

3

[
1− 3K

5R2
r2

]
⇒ e−2λ = 1− 2m

r
. (7.14)

De (7.9) resulta

q(t, r) = − re
−κ

15R3

[
3r2ρc

(
RK̇ − 2KṘ

)
− ρ̇cR

(
5R2 − 3r2K

)]
, (7.15)

y de (7.15) y (7.5) es fácil obtener la velocidad radial

ω(t, r) =
re−κ

2Rρc

3r2ρc

(
RK̇ − 2KṘ

)
− ρ̇cR (5R2 − 3r2K)

5R2 − 6Kr2

 . (7.16)

Se puede apreciar que ρc(t), en (7.14), se relaciona con la masa total de la esfera M(t)
de la manera siguiente

r = R ⇒ ρc(t) =
15M

4πR3[5− 3K]
. (7.17)
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Figura 7.2: Densidad central,
para ambos modelos, en fun-
ción del tiempo de evolución.
Modelo tipo Gokhroo-Mehra
en azul y el modelo tipo Finch-
Skea en rojo.

Una consecuencia de (7.10) y de (7.16), evaluada en la superficie, es la importante relación:

Ṙ =
ṀR

M
⇒ R =

R0

M0

exp

[∫
Ṁ

M
dt

]
, (7.18)

donde R0 es la superficie inicial y M0 la masa inicial. Se puede notar que la ecuación (7.18)
implica que κ̇ = 0, es decir, el potencial gravitacional en la superficie permanecerá constante
durante todo el colapso.

En virtud de (7.17), (7.18) y de la condición de borde Ps = qs, se puede determinar la
función K(t)

K(t) =
5

3

[
M + 2RṀe−κ

3M + 4RṀe−κ

]
. (7.19)

Se tiene entonces que la evolución de radio exterior R(t) está dado por (7.18). Esta ecua-
ción puede ser resuelta anaĺıticamente si un perfil para M(t) es suministrado. Se supondrá un
pulso gaussiano centrado en τ para M(t):

M(t) = [M0 −Mf ]
e(−

τ
σ ) + 1

e(
t−τ
σ ) + 1

+Mf , (7.20)

con σ como el ancho del pulso y Mf la masa final. La diferencia M0−Mf representa la masa
radiada durante el proceso de colapso. El conjunto de condiciones iniciales y parámetros para
este modelo son: (El sub́ındice cero indica que la cantidad es evaluada en t = 0.)

R0 = 10,00 Km
M0 = 1,59M�
Mf = 1,58M�
τ = −1,0
σ = 5,5

=⇒

K0 = 0,5516180

ρc0 = 1,79× 1015 gr/cm3

ρs0 = 8,05× 1014 gr/cm3

Ω0 = −0,010 c
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Figura 7.3: Velocidad de la su-
perficie de la esfera, para am-
bos modelos, en función del
tiempo de evolución t. Mode-
lo tipo Gokhroo-Mehra en azul
y el modelo tipo Finch-Skea en
rojo.

7.1.2. Modelo 2

Otra solución a estudiar es la solución obtenida por Finch y Skea [69] y que ya fue
también considerada en el Caṕıtulo 4. Los autores presentan la solución correcta de un ansatz
propuesto por Duorah y Ray (1987). Esta solución es una generalización de la solución de
Durgapal y Bannerji en [70].

La solución estática tal y como aparece en [69] es la siguiente:

8πρ(r)

C
=

(1−K) (3 + Cr2)

(1 + Cr2)2 , (7.21)

donde C y K son constantes. Nos referiremos a este modelo 2 como (F-S).
Para construir una configuración dinámica, se va a suponer que

ρ(t, r) =
ρc(t)

3

3 + C(t)r2

[1 + C(t)r2]2
⇒ P (t, r) =

ρc(t)

3

1− C(t)r2

[1 + C(t)r2]2
, (7.22)

donde ρc(t) y C(t) son funciones a determinar. De nuevo, es fácil chequear que (7.22) satisface
(7.4).

Aśı, de la ecuación (3.46) se obtiene la función masa:

m(t, r) =
4πρc

3

r3

1 + Cr2
. (7.23)

De (7.9), el campo de radiación:

q(t, r) =
re−κ

3

ρ̇c [1 + Cr2]− r2ρcĊ

[1 + Cr2]2
. (7.24)
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 7.4: Variables f́ısicas para el modelo (G-M) en función del radio: en (a) y (b) se
aprecian los perfiles de densidad y presión radial respectivamente. En (c) el flujo de calor y
en (d) la velocidad del material en la dirección radial.

Y usando (7.24) y (7.5) la velocidad radial:

ω(t, r) = −re
−κ

2ρc

[
ρ̇c
[
1 + Cr2

]
− r2ρcĊ

]
. (7.25)

La densidad central ρc(t) se relaciona con la masa total M(t) de la esfera por

r = R ⇒ ρc(t) =
3M

4πR3

[
1 + CR2

]
. (7.26)

De nuevo, la evolución del radio exterior R(t) estará dada por (7.18) y (7.20) y el modelo
evolucionará manteniendo el potencial en la superficie constante.

Con (7.18), (7.26) y de la condición Ps = qs, la función C(t) queda como

C(t) =
2RṀe−κ +M

R2M
. (7.27)
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 7.5: Variables f́ısicas para el modelo (F-S) en función del radio: en (a) y (b) se aprecian
los perfiles de densidad y presión radial respectivamente. En (c) el flujo de calor y en (d) la
velocidad del material en la dirección radial.

El conjunto de condiciones iniciales y parámetros se muestran en la siguiente tabla

R0 = 10,00 Km
M0 = 1,30M�
Mf = 1,29M�
τ = −3,0
σ = 5,0

=⇒

C0 = 0,0360907

ρc0 = 1,59× 1015 gr/cm3

ρs0 = 5,38× 1014 gr/cm3

Ω0 = −0,010 c

7.2. Evolución en coordenadas de radiación

Como ya se mencionó en la introducción, en un trabajo previo [11], se desarrolló un
método para estudiar un posible escenario de colapso gravitacional para un fluido anisótropo
y radiante pero dentro de un esquema numérico bastante particular. Este esquema numérico
conocido como el método HJR [99] tiene como punto de partida escoger una solución estática
y anaĺıtica conocida de las ecuaciones de Einstein y, por medio de argumentos heuŕısticos,
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generalizarla al caso dinámico. El algoritmo HJR ha sido utilizado en una gran variedad de
situaciones para el estudio de colapsos: anisótropos [100], con procesos viscosos [101], [102],
[103], con propagación de ondas de choque [42], oscilaciones radiales [104], con rotación lenta
[105] y diferentes situaciones de colapso radiativo, ver: [106], [107] y [108].

El uso del método permite reducir el problema de resolver las ecuaciones de campo en el
problema de encontrar, numéricamente, la solución de un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden evaluadas en la superficie, y es por esta razón que HJR se suele
llamar un método semi-numérico. Se parte de la presunción de que las variables dinámicas,
definidas en el algoritmo, deben tener la misma dependencia radial que las variables f́ısicas
de una situación estática, el conjunto de funciones temporales que puedan aparecer deben
ser encontradas v́ıa las ecuaciones en la superficie mencionadas anteriormente.

El método HJR se desarrolla en las llamadas coordenadas de radiación o coordenadas de
Bondi donde el elemento métrico, con simetŕıa esférica, se escribe de la manera siguiente:

ds2 = e2β

(
V

r
du2 + 2dudr

)
− r2

(
dθ2 + sen2θdφ2

)
, (7.28)

con (x0, x1, x2, x3) ≡ (u, r, θ, φ). La coordenada u corresponde, en un espacio tiempo plano,
al tiempo retardado, siendo las superficies u = constante conos abiertos hacia el futuro.
Además β = β(u, r) y V = V (u, r).

El tensor métrico más general, con simetŕıa esférica, para un sistema radiante es el tensor
métrico de Vaidya.

ds2 =

(
1− 2m(u)

r

)
du2 + 2dudr − r2

(
dθ2 + sen2θdφ2

)
. (7.29)

El elemento de ĺınea (7.29) es un caso particular de (7.28) con β = 0 y V = r − 2m(u).
La función m(u) tiene la propiedad de que en el ĺımite estático coincide con la masa de

Schwarzschild. Dentro de la distribución de materia se define una generalización de m(u),
que se denotará como m(u, r), a través de:

V = e2β(r − 2m(u, r)) . (7.30)

Se quiere considerar al medio material compuesto por una mezcla de radiación y materia.
Este fluido se moverá únicamente en la dirección radial con velocidad ω. Por lo tanto, el tensor
de enerǵıa-impulso se pueda representar como un tensor con la siguiente forma:

Tab = (ρ+ P⊥)uaub − P⊥gab + (P − P⊥)vavb + faub + fbua , (7.31)

donde

ua = eβ

(√
V

r(1− ω2)
,

√
r

V

1− ω
1 + ω

, 0, 0

)
, (7.32)

va = eβ

(
−ω

√
V

r(1− ω2)
,

√
r

V

1− ω
1 + ω

, 0, 0

)
, (7.33)

fa = −q va , (7.34)
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y por supuesto, se debe cumplir que fau
a = 0 y faf

a = −q2. Fuera de la frontera, el tensor
de materia se corresponde al de un fluido nulo, es decir:

Tab = εkakb , (7.35)

con: ka = δba
√

1− 2m/r, kaka = 0 y ε la densidad de eneǵıa de radiación.
Con (7.28) y (7.31) las ecuaciones de Einstein para el interior de la configuración resultan

ser las siguientes

1

4πr(r − 2m)

[
hm′ − ṁe−2β

]
=

ρ+ 2ωq + Pω2

1− ω2
, (7.36)

1

4πr2
m′ =

ρ− q(1− ω)− Pω
1 + ω

, (7.37)

h

2πr
β′ =

1− ω
1 + ω

[ρ− 2q + P ] , (7.38)

− β̇
′e−2β

4π
+

h

8π

(
2β′′ + 4(β′)2 − β′

r

)
+

3β′ (1− 2m′)−m′′

8πr
= P⊥ , (7.39)

donde

h ≡ 1− 2m

r
. (7.40)

Para seguir con el método expuesto por Herrera y colaboradores [99] es necesario definir
dos funciones auxiliares:

ρ̃ =
ρ− q(1− ω)− Pω

1 + ω
, (7.41)

P̃ =
−ρω − q(1− ω) + P

1 + ω
, (7.42)

de manera tal que las ecuaciones (7.37) y (7.38) puedan ser integradas formalmente:

m =

∫ r

0

4πr2ρ̃dr , (7.43)

β =

∫ r

rs(u)

2πr

h

(
ρ̃+ P̃

)
dr . (7.44)

La función rs(u) representa el borde de la distribución de materia y su derivada resulta
ser [99] [

dr

du

]
rs

= ṙs =

(
1− 2m(u, rs)

rs

)
ωrs

1− ωrs
. (7.45)

Por las condiciones de acoplamiento, la función β(u, r) evaluada en la superficie es nece-
sariamente igual a cero, β(u, rs) = 0. A partir de un desarrollo en serie de β(u, r) en torno a
r = rs(u) [99] y del hecho de que en la superficie Prs = qrs , se obtiene la siguiente relación

P̃rs = −ωrs ρ̃rs . (7.46)
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La parte central del método HJR consiste en escribir un conjunto de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias de primer orden, evaluadas en la superficie. Las soluciones de este conjunto
de ecuaciones diferenciales, que son obviamente funciones de u, pueden ser relacionadas di-
rectamente con las funciones ρ̃(u, r) y P̃ (u, r). Pero queda por determinar la dependencia en
r de las variables efectivas ρ̃ y P̃ , esto se logra haciendo coincidir estas funciones con solucio-
nes conocidas de las ecuaciones de Einstein para el caso estático, pero siempre considerando
la condición (7.46).

Una vez que se determinan por completo las funciones ρ̃(u, r) y P̃ (u, r), entonces m(u, r)
y β(u, r) se pueden obtener gracias a las ecuaciones (7.44) y (7.44). Conocidas las funciones
métricas, el lado izquierdo de las ecuaciones de campo (7.36) - (7.39) queda completamen-
te determinado. Como se tienen cuatro ecuaciones y cinco incógnitas es necesario cerrar el
sistema suministrando algún tipo de información adicional. La manera de cerrar el sistema
dependerá del modelo tomado como “semilla”para la configuración estática, pero básica-
mente consiste en suministrar una expresión para el término que involucra la anisotroṕıa del
sistema, es decir, P⊥ − P .

Siguiendo con [99], las ecuaciones en la superficie se determinan como se muestra a
continuación, pero primero se definen las siguientes funciones adimensionales

u ≡ u

mrs(0)
, A(u) ≡ rs(u)

mrs(0)
, M(u) ≡ mrs(u)

mrs(0)
, F ≡ 1− 2M

A
, Ω ≡ 1

1− ωrs
, (7.47)

donde mrs(0) es la masa inicial del sistema. Sin pérdida de generalidad se puede tomar que
mrs(0) = 1.

La primera ecuación en la superficie es la ecuación (7.45), escrita en función de las nuevas
variables resulta ser

Ȧ = F (Ω− 1) . (7.48)

La segunda ecuación en la superficie se obtiene partiendo de la definición de la lumino-
sidad evaluada en la superficie de la estrella [99]

L = −Ṁ = 4πA2qrs(2Ω− 1)F . (7.49)

Combinando la derivada de F , de (7.47), con (7.48) y (7.49) se obtiene la segunda ecuación
diferencial

Ḟ =
2L+ F (1− F )(Ω− 1)

A
. (7.50)

Estas dos ecuaciones son independientes del modelo a considerar.

La tercera ecuación, que śı depende del modelo, se obtiene de la conservación de la
cantidad de movimiento radial en la superficie

[
T µ1;µ

]
rs

= 0. Por supuesto, también se puede

obtener combinando (7.39) con (7.43) y (7.44). El resultado, luego de un largo y tedioso
proceso de cálculo, en función de las variables adimensionales es el siguiente

Ḟ

F
+

Ω̇

Ω
−

˙̃ρrs
ρ̃rs

+ FΩ2Rrs

ρ̃rs
− 2FΩ

A

Prs
ρ̃rs

= G , (7.51)
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con

Rrs =

[
P̃ ′ +

(
ρ̃+ P̃

h

)(
4πrP̃ +

m

r2

)
− 2

r
(P⊥ − P )

]
rs

, (7.52)

G = (1− Ω)

[
4πA(3Ω− 1)

Ω
ρ̃rs −

3 + F

2A
+ FΩ

ρ̃′rs
ρ̃rs

+
2FΩ

Aρ̃rs
(P⊥ − P )rs

]
. (7.53)

Las ecuaciones (7.48) - (7.51) conforman el conjunto de ecuaciones diferenciales evaluadas
en la superficie, las cuales se pueden integrar numéricamente si se suministra la forma de la
dependencia radial de las variables efectivas ρ̃ y P̃ . De las cuatro funciones que aparecen en
(7.48) - (7.51), es decir, A(u), F (u),Ω(u) y L(u), resulta necesario suministrar una de ellas
para cerrar el sistema y por supuesto un conjunto de condiciones iniciales. Es conveniente
suministrar la luminosidad L(u) ya que esta función se puede relacionar de manera sencilla
con datos observacionales.

7.2.1. El formalismo HJR y la ecuación de estado no local

Podemos ver ahora cómo es la adaptación del algoŕıtmo anterior si se introduce una
EENL. El elemento métrico (7.28) se puede reescribir de la siguiente manera

ds2 = e4β h du2 + 2e2βdudr − r2
(
dθ2 + sen2θdφ2

)
, (7.54)

En estas coordenadas la condición (3.36) resulta ser la siguiente

h ≡ 1− 2m

r
= C(u) e−2β , con 0 < C(u) < 1 . (7.55)

Derivando (7.55) con respecto a r y combinando (7.55), (7.43) y (7.44) se obtiene

m = 2πr3
(
ρ̃− P̃

)
. (7.56)

Es fácil ver que si se deriva (7.56) con respecto a r y se compara con (7.43) se obtiene
nuestra conocida relación, pero para las variables efectivas,

ρ̃− 3P̃ + r
(
ρ̃′ − P̃ ′

)
= 0 . (7.57)

La ecuación (7.55) en términos de las variables de la superficie es

hrs = 1− 2M

A
= C(u) = F (u) , (7.58)

es decir, en la superficie la función C(u) coincide con el potencial gravitacional. Evaluando
(7.56) sobre el borde da la distribución y utilizando (7.46) resulta que

mrs = 2πr3
s(1 + ωrs) ρ̃rs , (7.59)
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Figura 7.6: Evolución de radio adimensional A(u) para el caso con C(u) variable, figura (a), y
para el caso con el potencial gravitacional en la superficie constante, figura (b).

que en función de las variables adimensionales es

1− C =
4πA2

Ω
(2Ω− 1) ρ̃rs . (7.60)

Por lo tanto, la “velocidad” de la superficie se puede obtener de esta última expresión

Ω(u) =
4πA2ρ̃rs

8πA2ρ̃rs + C − 1
. (7.61)

7.2.2. Un escenario posible de colapso con una EENL

Como ya se mencionó, el método HJR necesita como punto de partida el hecho de tomar
una solución estática conocida de las ecuaciones de Einstein. Esta solución “semilla” debe
adaptarse de manera tal que involucre funciones de u.

Vamos a considerar nuevamente la solución estática y anisótropa que se tomó como punto
de partida para el Modelo 1: el modelo estático de Gokhroo y Mehra, donde la densidad es:

ρ(r) = ρc

(
1−K r2

R2

)
. (7.62)

Un estudio detallado del escenario dinámico utilizando la solución completa, e inspirada
en el modelo original de Gokhroo y Mehra, puede ser revisado en [67]. Aqúı tomaremos un
camino alternativo ya que en nuestro caso la presión efectiva es obtenida v́ıa la ecuación
(7.57). Por lo tanto, al igual que como se hizo para el Modelo 1 anteriormente desarrollado,
para aplicar el método HJR se recurre al ansatz de suponer que

ρ̃(u, r) = ρ̃c(u)

(
1−K(u)

r2

A(u)2

)
, 0 ≤ K(u) ≤ 1 , (7.63)
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Figura 7.7: Variables f́ısicas ρ, Pr, q, y ω/c para el modelo Gokhroo-Mehra con una EENL.

donde la densidad de enerǵıa central ρ̃c(u) debe coincidir con ρc en el ĺımite estático.

A partir de las condiciones de acoplamiento es posible relacionar las funciones K(u) y
ρ̃(u) con las funciones A(u), F (u),Ω(u) y L(u) [11]. Estas funciones resultan ser

ρ̃(u) =
15(1− C)

8πA2(5− 3K)
, (7.64)

K(u) =
5

3

4Ω− 3

8Ω− 5
. (7.65)

Con esta información, las variables efectivas pueden ser escritas como

ρ̃(u, r) =
r2(1− C)

16πA4(2Ω− 1)

[
5(3− 4Ω) +

3A2(8Ω− 5)

r2

]
, (7.66)

P̃ (u, r) =
r2(1− C)

16πA4(2Ω− 1)

[
3(3− 4Ω) +

A2(8Ω− 5)

r2

]
. (7.67)
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Figura 7.8: Variables f́ısicas ρ, Pr, q, y ω/c para el caso del modelo Gokhroo-Mehra con una
EENL y el potencial en la superficie constante.

Y en virtud de las ecuaciones (7.43) y (7.44) las funciones métricas quedan completamente
determinadas

m(u, r) =
r3(1− C)

4A4(2Ω− 1)

[
r2(3− 4Ω) + A2(8Ω− 5)

]
, (7.68)

β(u, r) =
1

2
ln [C]− 1

2
ln

[
1− 2m

r

]
. (7.69)

El conjunto de ecuaciones diferenciales en la superficie puede ser ahora obtenido, y el
resultado se muestra a continuación

Ȧ = C (Ω− 1) , (7.70)

Ċ =
1

A
[2L+ C(1− C)(Ω− 1)] , (7.71)
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Ω̇ =
2Ω− 1

A(1− C)

[
L− Ȧ(1− C)− AĊ

2C

]
− Ω− 1

2A
[1− 11C − 4C(8Ω− 9)Ω] . (7.72)

Para comenzar la integración numérica de este conjunto de ecuaciones diferenciales se
suministrará un perfil de luminosidad L(u) que puede ser un pulso de Gauss centrado en el
tiempo u = up:

L(u) = −Ṁ =
∆M

σ
√

2π
exp

{
1

2

(
u− up

σ

)2
}
, (7.73)

donde σ es el ancho del pulso y ∆M es la masa radiada durante el proceso de colapso. Para
los modelos presentados aqúı:

∆M = 10−6M(0) , σ = 5 , up = 100 .

Se seguirá la evolución de las variables hidrodinámicas para dos casos:

Caso 1: Se considerará el conjunto completo de ecuaciones (7.70) - (7.72).

Caso 2: El potencial en la superficie se tomará constante, es decir, C(u) = C. En este caso es
importante señalar que la luminosidad surge directamente de la ecuación (7.71) y, por lo
tanto, no es necesario suministrar el pulso (7.73). Lo que śı es necesario es perturbar el
sistema para sacarlo del equilibrio, esto se hace modificando muy levemente (≈ 10−10)
el valor de la velocidad inicial que es: Ω(0) = 1 ⇒ ωrs = 0.

El comportamiento de las variables f́ısicas se presenta en las figuras 7.6, 7.7 y 7.8 y el
conjunto de condiciones iniciales y parámetros utilizados se muestra en la siguiente tabla:

M(0) = 1,0M�
A(0) = 10
Ω(0) = 1− 10−10

K(0) = 5/9
C(0) = 4/5

=⇒

ρc(0) = 2,2× 1014 gr/cm3

ρrs(0) = 9,8× 1013 gr/cm3

zrs(0) = 0,118
rs(0) = 14, 77 Km

7.3. Colineaciones conformes

Existe un gran interés en el estudio de simetŕıas en Relatividad General debido a la
necesidad de simplificar las ecuaciones de Einstein, sobre todo para facilitar la tarea de
encontrar soluciones exactas. Este interés se ve reflejado en una gran cantidad de trabajos
dedicados al tema, ver: [109]-[119], y las diferentes referencias incluidas. Los bien conocidos
v́ınculos entre los vectores de Killing y las constantes de movimiento [120] han alentado la
investigación sobre las relaciones más generales que puedan existir entre las colineaciones y
leyes de conservación [117],[121].

Las cantidades de mayor relevancia en el estudio sobre la estructura del espacio-tiempo
son principalmente los tensores de Curvatura y de Ricci. Un estudio básico sobre las colinea-
ciones de Curvatura y de Ricci se puede ver en Katzin y colaboradores [122]. Clasificaciones
completas de estas colineaciones pueden verse en [112]-[115] y [117].
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Otro tipo de relación entre simetŕıas y soluciones exactas fue encontrado por Lindblom
[123], quien muestra que la únicas soluciones estáticas y no rotantes de las ecuaciones de
Einstein deben tener simetŕıa esférica. Como condición para encontrar este resultado utiliza
el hecho de que las soluciones deben ser asintóticamente planas, a través de la introducción
de una cantidad denominada factor conforme.

Las situaciones dinámicas, que contienen al estático como un caso particular, son conside-
rablemente más dif́ıciles de tratar, se pueden consultar algunos trabajos al respecto revisando
a Contreras [110] y Apostolopoulos [124].

En lo que exponemos a continuación, queremos estudiar un tipo particular de colineación:
la Colineación Conforme, es decir, una transformación del tipo:

£ξgab = ξa;b + ξb;a = ψ(xµ)gab , (7.74)

en el caso dinámico, con simetŕıa esférica e incorporando una EENL. Para tal fin, supon-
dremos que el campo vectorial ξµ tiene la siguiente forma:

ξµ = s(t, r)δµ0 + l(t, r)δµ1 , (7.75)

Consideremos una vez más el siguiente elemento métrico:

ds2 = e2ν dt2 − e2λ dr2 − r2
(
dθ2 + sen2θ dφ2

)
. (7.76)

donde ν = ν(t, r) y λ = λ(t, r).
Las ecuaciones de colineación serán

ν̇s+ ṡ+ lν ′ − l

r
= 0 , (7.77)

−e2λl̇ + e2νs′ = 0 , (7.78)

λ′l + l′ + sλ̇− l

r
= 0 . (7.79)

Si consideramos el caso no local, donde el elemento métrico es: (ver ecuación (3.37))

ds2 = e2λe2κ dt2 − e2λ dr2 − r2
(
dθ2 + sen2θ dφ2

)
, (7.80)

aqúı κ = κ(t) y λ = λ(t, r), las ecuaciones de colineación (7.77)-(7.79) quedan de la siguiente
forma:

sλ̇+ sκ̇+ ṡ+ lλ′ − l

r
= 0 , (7.81)

−l̇ + e2κs′ = 0 , (7.82)

λ′l + l′ + sλ̇− l

r
= 0 . (7.83)

Ahora bien, la resta de (7.81) y (7.83) da como resultado:

l′ − ṡ− sκ̇ = 0 . (7.84)
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Al derivar (7.82) con respecto a t, la ecuación (7.84) con respecto a r y resolver para l resulta:

−l̈ + e2κl′′ + e2κs′κ̇ = 0 . (7.85)

Una ecuación similar a (7.85) para la función s = s(t, r) también puede ser obtenida.
Anteriormente vimos que la función κ se encuentra relacionada, v́ıa las condiciones de

acoplamiento, con el potencial gravitacional en la superficie de la distribución de materia,
esto es:

eκ = 1− 2M(t)

rs(t)
, (7.86)

Si consideramos el caso en que el potencial en la superficie es constante, es decir,

eκ = 1− 2M

rs
= C , (7.87)

entonces (7.85) queda de la siguiente forma:

−l̈ + C2l′′ = 0 . (7.88)

Las soluciones más generales de la ecuación (7.88), tanto para l y s, son las siguientes

l = f(u) + g(v) , (7.89)

s = m(u) + n(v) , (7.90)

donde f(u), g(v), m(u) y n(v) son funciones arbitrarias y

u = Ct+ r , (7.91)

v = Ct− r , (7.92)

las cuales al sustituirlas en (7.82) y (7.84) dan como resultado

[∂um− ∂vn] C− ∂uf − ∂vg = 0 , (7.93)

[∂um+ ∂vn] C− ∂uf + ∂vg = 0 . (7.94)

Combinando (7.93) con (7.94) se obtiene el siguiente par de ecuaciones

∂um =
1

C
∂uf , (7.95)

∂vn = − 1

C
∂vg , (7.96)

lo cual permite escribir (7.90) de la forma

s =
1

C
[f(u)− g(v)] . (7.97)

Por otro lado, al sustituir (7.89) y (7.97) en (7.83) se obtiene

2

[
∂uλ−

1

u− v

]
f + ∂uf − 2

[
∂vλ+

1

u− v

]
g − ∂vg = 0 . (7.98)
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A través de las siguientes definiciones

∂uα(u) ≡ ∂uλ−
1

u− v
, (7.99)

∂vβ(v) ≡ ∂vλ+
1

u− v
, (7.100)

es posible separar variables para los dos coeficientes entre corchetes que aparecen en (7.98).
De esta manera es posible integrar (7.99) y (7.100) para obtener la función λ(u, v)

λ(u, v) = ln (u− v) + α(u) + β(v) + c1 , (7.101)

donde c1 es una constante.

Ahora (7.98) se simplifica considerablemente y toma la siguiente forma

2 (∂uα) f + ∂uf = 2 (∂vβ) g + ∂vg = c2 , (7.102)

donde c2 es una constante. Si se integran las ecuaciones (7.102) se obtiene

f(u) = e−2α

[
c2

∫
e2αdu + c3

]
, (7.103)

g(v) = e−2β

[
c2

∫
e2βdv + c4

]
, (7.104)

donde c3 y c4 son constantes de integración.

Las expresiones (7.103) y (7.104) permiten calcular el campo vectorial ξa a partir de las
funciones que definen la métrica, a través de (7.89) y (7.97), es decir,

ξµ =
1

C
[f(u)− g(v)] δµ0 + [f(u) + g(v)] δµ1 . (7.105)

Otra manera de expresar (7.101), es por medio de las coordenadas t y r

λ(t, r) = ln(2r) + α(Ct+ r) + β(Ct− r) + c1 . (7.106)

El elemento de ĺınea queda ahora como

ds2 = r2
[
4e2(α+β)

(
C2dt2 − dr2

)
−
(
dθ2 + sen2θ dφ2

)]
, (7.107)

El factor conforme resulta de la siguiente forma

ψ(t, r) =
2l

r
=

2

r
[f(Ct+ r) + g(Ct− r)] . (7.108)
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7.3.1. Condiciones de enerǵıa

A partir de la métrica (7.107) y de considerar al medio material descrito por

Tab = (ρ+ P⊥)uaub − P⊥gab + (P − P⊥)vavb + faub + fbua , (7.109)

donde

ua =

(
1

2re(α+β)C
, 0, 0, 0

)
, va =

(
0,

1

2re(α+β)
, 0, 0

)
, fa = q va , (7.110)

de las ecuaciones de Einstein se obtiene que la densidad de enerǵıa, la presión radial, la
presión tangencial y la densidad del flujo de enerǵıa vienen dadas por

ρ =
1

32πr4

[
4r2 +H{1 + 2r (α′ − β′)}

]
, (7.111)

P = − 1

32πr4

[
4r2 −H{3 + 2r (α′ − β′)}

]
, (7.112)

P⊥ = − H
32πr4

, (7.113)

q = − H
16πr3

(
α̇ + β̇

)
, (7.114)

con
H ≡ e−2(α+β) > 0 . (7.115)

De las ecuaciones (7.111), (7.112) y (7.113) resulta que:

ρ− P − 2P⊥ =
1

4πr2
> 0 , (7.116)

y de (3.46)

m(t, r) =
1

8r

[
4r2 −H

]
. (7.117)

Por lo tanto, inevitablemente
P⊥ < 0 , (7.118)

Para que la densidad de enerǵıa y la presión radial sean positivas implica que se deben
cumplir las siguientes desigualdades

ρ ≥ ⇒ α′ − β′ ≥ −2r

H
− 1

2r
, (7.119)

P ≥ ⇒ α′ − β′ ≥ 2r

H
− 3

2r
. (7.120)

Con (7.119) y (7.120) resulta entonces que

ρ− P > 0 ⇔ 0 < H ≤ 4r2 , (7.121)

lo que también garantiza que m ≥ 0.
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La condición para ∆, (2.106), se cumple si

α′ − β′ ≥ −
(
α̇ + β̇

)
− 1

r
. (7.122)

Con (7.116), (7.121) y (7.122) las Condiciones de Enerǵıa Débil y Dominante se satisfacen
automáticamente.

Finalmente, para la condición de Enerǵıa Fuerte se tiene que

∆ ≥ H
16πr4

⇒ 4πr2∆ ≥ 1 . (7.123)

Con (7.121) las inecuaciones (7.119), (7.120) y (7.122) se resumen en las siguientes dos

α′ − β′ ≥ −1

r
, (7.124)

α̇ + β̇ ≥ 0 . (7.125)

Por lo tanto, para que las funciones de la métrica (7.107) tengan sentido f́ısico se deben
satisfacer las desigualdades (7.124) y (7.125). De la ecuación (7.106), se tiene que

λ′ =
1

r
+ α′ − β′ , (7.126)

por lo tanto:

λ′ ≥ 0 . (7.127)

En resumen, este es el conjunto de restricciones sobre las funciones de la métrica α y
β para que el espacio-tiempo admita un grupo de simetŕıas conformes considerando que
el fluido, con un potencial gravitacional constante en la superficie, esté descrito por una
ecuación de estado no local.

Como un comentario final, se puede notar que si el material es del tipo fluido perfecto,
P = P⊥, entonces de las ecuaciones (7.112) y (7.113) resulta que

α′ − β′ = 2r

H
− 2

r
⇒ P < 0 . (7.128)

7.3.2. Acoplamiento y evolución de la superficie

Luego de estudiar las condiciones de enerǵıa se quiere investigar ahora cuáles son las
consecuencias que surgen sobre las condiciones de acoplamiento para la familia de métricas
(7.107):

ds2 = r2
[
4e2(α+β)

(
C2dt2 − dr2

)
− dΩ2

]
.

Según las condiciones de acoplamiento (2.82) - (2.83), para el elemento métrico anterior
se obtiene

e2(αs+βs) =
1

4Crs2
. (7.129)
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De la igualdad de la segunda forma fundamental (2.95) y a partir de las ecuaciones (7.112)
y (7.114), evaluadas en la superfice, resulta

rs(t) =
1− 3C

2C
[
α′s − β′s + α̇s + β̇s

] . (7.130)

Al igualar las expresiones (7.129) y (7.130) se obtiene

α′s − β′s + α̇s + β̇s = K e(αs+βs) , (7.131)

donde K es una constante definida de la manera siguiente:

K ≡ 1− 3C√
C

. (7.132)

La ecuación (7.131) puede escribirse en función de las variables u y v:[
∂αs
∂u

+
∂βs
∂v

]
[1 + C] = K e(αs(u)+βs(v)) . (7.133)

La ecuación (7.133) puede resolverse para la función α si consideramos a β constante
(β = C1), resultando

αs(u) = −C1 − ln

[
K(u + C2)

−1− C

]
. (7.134)

De (7.129) y substituyendo las funciones α y β, se obtiene que el radio de la distribución
viene dado por las siguientes dos soluciones

r+
s (t) =

(3C− 1)(Ct+ C2)

1− C + 2C2
, (7.135)

r−s (t) =
(3C− 1)(Ct+ C2)

1− 5C− 2C2
, (7.136)

donde C1 y C2 son constantes de integración.
Consideremos las soluciones anteriores separadamente. Para r+

s se tiene que:

1− C + 2C2 > 0 ∀ C ∈ (0, 1) , (7.137)

resultando que la configuración se expande si C ∈
(
0 , 1

3

)
y colapsa si C ∈

(
1
3
, 1
)
. Adi-

cionalmente, ya que r±s > 0 ∀ t ∈ (0,∞), existirán varios valores para las posibles con-
figuraciones iniciales (M0 y r±s0) que deberán ser excluidos. Para el caso de r+

s los valores
permitidos para C son:

C ∈
(

0 ,
1

3

)
⇒ Expansión (7.138)

C ∈
(

1

3
, 1

)
⇒ Contracción (7.139)
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Para el segundo caso, r−s , los valores permitidos se pueden expresar como

C ∈
(

0 ,
1

4

(√
33− 5

))
∪
(

1

3
, 1

)
⇒ Expansión (7.140)

C ∈
(

1

4

(√
33− 5

)
,

1

3

)
⇒ Contracción (7.141)

Si denominamos C+
2 y C−2 a la constante C2 para cada uno de los casos r+

s y r−s , es fácil
verificar que para el tiempo inicial t = 0 resultan ser:

C+
2 =

r+
s0 (1− C + 2C2)

(1− 3C)
, (7.142)

C−2 =
r−s0 (1− 5C− 2C2)

(1− 3C)
, (7.143)

donde r+
s0 y r−s0 son los valores iniciales de r+

s (t) y r−s (t), respectivamente.
Es claro que para un conjunto de valores iniciales de la masa M0 y del radio r±s0, es decir,

para el potencial gravitacional en la superficie constante C = 1 − 2M0/r
±
s0 la evolución del

borde de la configuración material quedará completamente determinada.

7.4. Discusión

La construcción de modelos para sistemas auto-gravitantes en proceso de colapso puede
llegar a convertirse en un problema de dif́ıcil tratamiento, debido a la complejidad que resulta
cuando se quieren integrar las ecuaciones de Einstein. Por lo general, la evolución de objetos
compactos se puede seguir a través de la elavoración de modelos matemáticos numéricos que
utilizan técnicas computacionales complejas. Sin embargo, a partir de considerar algunos
argumentos heuŕısticos razonables, que permitan simplificar las ecuaciones de movimiento,
es posible resolver anaĺıticamente las ecuaciones de Einstein y generar modelos de colapso
gravitacional.

Una descripción realista del colapso de una estrella de neutrones debe quedar fundamen-
tada por una ecuación de estado, que contenga toda la información posible de los mecanismos
que ocurren dentro de la materia nuclear: debe contemplar los diferentes procesos que in-
volucren la emisión de radiación de enerǵıa presente en el interior de la materia, aśı como
también la opacidad del medio a la radiación electromagnética a través de alguna ecuación de
transporte. La posible aparición de materia extraña, los cambios de fase en la materia debido
a las variaciones en la población de sus part́ıculas constituyentes y los esfuerzos tangenciales
del fluido, hacen que el problema de la construcción de modelos para seguir la evolución del
colapso gravitacional de objetos compactos se halle lejos de resolverse.

La intención de este caṕıtulo ha sido la de explorar las consecuencias sobre la hidrodinámi-
ca descrita en las ecuaciones de Einstein cuando se introduce una EENL. El tratamiento al
problema ha sido primeramente anaĺıtico y luego semi-numérico.

Se construyeron dos modelos de colapso anaĺıtico tomando como punto de partida dos
soluciones estáticas de las ecuaciones de Einstein. El primer modelo fue construido a partir
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de una solución de la familia Tolman VII propuesta por M. K. Gokhroo y A. L. Mehra
[66]. El segundo está inspirado en la solución para fluido perfecto de Finch y Skea [69]. Los
modelos tienen masas iniciales diferentes pero rad́ıan la misma cantidad de masa durante el
proceso de colapso: 0, 01 masas solares; y se corresponden con objetos cuyos radios iniciales
son de 10, 0 Km con el potencial en la superficie constante.

Inicialmente el sistema es considerado en equilibrio, el proceso de colapso comienza cuan-
do se introduce una perturbación en el sistema a través de un pulso de radiación, como
condición de contorno. Este pulso es la simulación a la variación de la luminosidad de la
estrella debido a que se induce una pérdida de masa, es decir, el sistema se convierte en una
fuente que rad́ıa enerǵıa durante todo el colapso.

En la Figura 7.1 se puede apreciar la evolución de la superficie a medida que transcurre
la coordenada temporal, ambos modelos llegan a una situación final de equilibrio. Los radios
alcanzados, una vez concluido el colapso, son de aproximadamente 9,923 Km para el modelo
(F-S) y 9,938 Km para el (G-M). El modelo (G-M), aparentemente, representa un fluido
más incompresible que el fluido (F-S). La Figura 7.2 muestra cómo aumentan las densidades
centrales a medida que el radio de la estrella se contrae, mientras que en la Figura 7.3 se
representan las velocidades de las superficies para los dos modelos. El incremento de la den-
sidad central hace que se produzca un aumento importante en la interacción de la radiación
con la materia, la gran cantidad de neutrinos generados durante el colapso ocasionan que
una buena cantidad de enerǵıa térmica sea transportada desde las zonas más interiores de
la estrella a las regiones más exteriores. Este flujo de radiación “enfŕıa” la materia produ-
ciendo un efecto de termalización en el sistema, llevando a la estrella a un nuevo estado de
equilibrio.

Un conjunto completo de perfiles para las variables f́ısicas, para ambos modelos, se puede
apreciar en las figuras 7.4 y 7.5. Tanto el perfil de densidad como el de presión en las capas
más internas de la estrella vaŕıan muy poco durante el proceso de contracción. Los rangos
de densidad para estos modelos van desde una densidad central de aproximadamente 1, 8×
1015 gr/cm3 a una densidad en la superficie de aproximadamente 5, 9× 1014 gr/cm3, y es de
esperarse que dentro de este rango de densidades ocurran los procesos más importantes en el
interior de una estrella de neutrones: la absorción de neutrinos por parte de los neutrones y las
colisiones de neutrinos con electrones. Se suele llamar a este régimen de interacción materia-
radiación como régimen difusivo. Para un estudio detallado de la contribución de cada uno
de los procesos que tienen que ver con el transporte de los neutrinos puede consultarse en el
trabajo realizado por Bruenn [125], las diferentes herramientas para abordar una descripción
detallada de los procesos de emisión y captura de neutrinos están más allá de los propósitos
de este trabajo.

Una caracteŕıstica bastante notable es el hecho de que las capas exteriores se mueven a una
velocidad mucho mayor que las interiores y que existen regiones dentro de la distribución
donde el colapso es aproximadamente homólogo, es decir, del tipo donde la velocidad del
material es proporcional al radio. Esta situación de colapso homólogo es tal vez más notable
en el (G-M).

La presencia de un campo de radiación que se propaga por el medio puede ser observado
en (c) de las figuras 7.4 y 7.5. Existen zonas en el interior con un mayor flujo de enerǵıa
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y se puede notar que el modelo (G-M) muestra un flujo de radiación mucho mayor que el
de (F-S), aproximadamente un 60 % más. Estas zonas con una densidad de flujo de enerǵıa
máximo se presentan en las regiones más interiores para el caso (F-S). Resulta entonces que
las capas externas, que se mueven a mayor velocidad, no necesariamente son las capas donde
se produce un mayor flujo de radiación.

En cuanto a los modelos construidos utilizando el algoritmo semi-numérico HJR, se tiene
que en la Figura 7.6 se puede apreciar la evolución de la superficie para el modelo de Gokhroo-
Mehra con una EENL (Caso 1, figura (a)) y con el potencial en la superficie constante (Caso
2, figura (b)). Se puede notar que ninguno de los dos modelos tiende a retomar el equilibrio
de manera asintótica. Los diferentes perfiles de las variables f́ısicas (ρ, Pr, q, y ω/c) para
tres tiempos de evolución diferentes son mostrados en las figuras 7.7 y 7.8. La Figura 7.8
muestra el caso con C constante. Se puede apreciar que la densidad y presión tienden a
ser constantes cuando el potencial gravitacional es constante. En las figuras (c) para ambos
modelos se observa que existe un máximo en la densidad de flujo de enerǵıa en una zona
que se encuentra alrededor de r = 5,5 Km del centro de la distribución. El modelo con C
constante rad́ıa mucho menos enerǵıa que el modelo sin esta restricción.

Por otro lado, para los dos modelos presentado aqúı, las capas que se encuentran en
la zona próxima a r = 9,2 Km se mueven a una velocidad mucho mayor que el resto de la
distribución. Sin embargo, el modelo con C constante presenta velocidades de colapso menores
en comparación al modelo completo, aproximadamente un 15 % menos. Ambos modelos se
apartan considerablemente del régimen de colapso homólogo que aparece en los modelos
anaĺıticos.

Es de esperarse que el modelo (G-M) y el Caso 2 del modelo semi-numérico presenten
algunas caracteŕısticas en común, los dos modelos se corresponden a la misma ecuación
de estado con el ingrediente adicional de que el potencial gravitacional en la superficie es
constante. El hecho de que la descripción del colapso se desarrolla utilizando dos sistemas de
coordenadas diferentes, el (G-M) en coordenadas de Schwarzschild y el modelo semi-numérico
en coordenadas nulas tipo Bondi, implica la posibilidad de poder determinar algunos efectos
que tienen que ver directamente con el hecho del cambio de coordenadas, uno de estos efectos
es que el colapso en (G-M) tiende a estabilizarse, algo que no ocurre en el Caso 2 del modelo
HJR. En cuanto a los rasgos en común se puede apreciar en las figuras 7.4 y 7.8 la presencia
de zonas en el interior donde la densidad de flujo de enerǵıa y la velocidad del material son
máximas. En ambos modelos los perfiles de densidad de enerǵıa y presión prácticamente no
cambian durante el colapso.

Los dos esquemas presentados aqúı parecen equivalentes en el sentido de que ambos parten
de la idea de “dinamizar”, por argumentos heuŕısticos, una solución estática conocida de las
ecuaciones de Einstein. En el caso del método HJR, la solución “semilla” se utiliza como
función fuente para definir dos funciones auxiliares: la densidad efectiva ρ̃ y la presión efectiva
P̃ . Las variables efectivas coinciden con la densidad de enerǵıa y la presión radial en el ĺımite
estático. Esta suposición se puede respaldar en términos de los tiempos caracteŕısticos para
los diferentes procesos involucrados durante el colapso gravitacional de objetos compactos
[6], [67], [126].

Este par de definiciones son tal vez el punto más cŕıtico del método HJR, pero permiten,
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por un lado, la posibilidad de obtener mediante un proceso de integración algebraica las
dos funciones métricas, y por el otro lado, conducen a la posibilidad de construir, sobre la
superficie, un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden que debe ser in-
tegrado numéricamente, bajo un conjunto de condiciones iniciales y de frontera. Sin embargo,
todas estas consideraciones no permiten cerrar completamente el sistema representado por
las ecuaciones de campo, y resulta necesario introducir una consideración adicional, que va
a depender de la configuración estática, pero que en todo caso se reduce a dar una expresión
para la cantidad P⊥ − P , o imponer el colapso homólogo: ω ∝ r.

Una vez que se define la forma que va a tener la función densidad de enerǵıa, a partir de la
solución estática, la imposición de la ecuación de estado no local conduce a cerrar el conjunto
de ecuaciones para seguir la evolución del sistema. Además, la dinámica del colapso viene
estipulada en función de la coordenada temporal de Schwarzschild, lo cual puede resultar
más interesante para los astrof́ısicos, y no en función del tiempo retardado de Bondi. No
son muchas las soluciones anaĺıticas de las ecuaciones de Einstein que describan procesos de
colapso gravitacional con radiación, y como la única métrica, con simetŕıa esférica, que tiene
asociado un tensor de enerǵıa-impulso para radiación pura es la de Vaydia, existe la tendencia
a desarrollar los esquemas de colapso gravitacional siempre en función de las coordenadas
de radiación, con muy pocas conversiones a las coordenadas de Schwarzschild. Sin embargo,
una conversión del método HJR a las coordenadas de Schwarzschild puede verse en [127].

Para finalizar, se consideró la posibilidad de encontrar una familia de métricas que acepten
un campo vectorial de Killing conforme. La condición de no localidad impuesta sobre los
elementos métricos permitió que fuese posible integrar las ecuaciones de colineación para
obtener estas familias de métricas. Las soluciones dinámicas, anisótropas y no locales que
admiten este tipo particular de colineación se acoplan continuamente en la frontera con la
solución exterior de Vaidya y satisfacen las condiciones de enerǵıa, pero no son regulares en
el centro. La no regularidad en el centro algunas veces puede ser solventada acoplando con
una solución que represente un núcleo regular en el origen.



Caṕıtulo 8

Conclusiones

En este trabajo se demostró que es posible obtener modelos para configuraciones de ma-
teria extremadamente compacta que obedecen a ecuación de estado no local. Estos modelos
anaĺıticos, de fluido no perfecto y con simetŕıa esférica, resultaron ser f́ısicamente acepta-
bles. La plausibilidad f́ısica de los modelos no locales considerados aqúı, tanto para los casos
estáticos como dinámicos, fue evaluada llevando a cabo un estudio de las condiciones de
enerǵıa, algunas condiciones de aceptabilidad f́ısica y la posibilidad de acoplar de manera
continua las soluciones obtenidas con las soluciones exteriores correspondientes.

La suposición principal de que la materia viene descrita por la siguiente ecuación de
estado

P (t, r) = ρ− 2

r3

∫ r

0

r̄2

[
ρ+ 2qω + P ω2

1− ω2

]
dr̄ ,

se traduce en una ecuación de ligadura para las dos funciones libres que aparecen en el
elemento métrico

ν(t, r) = λ(t, r) + κ(t) ,

donde κ(t) es una función relacionada, v́ıa las ecuaciones de acoplamiento, al potencial
gravitacional en la superficie

eκ = 1− 2M(t)

R(t)
.

La función masa para los modelos no locales queda automáticamente determinada por

m(t, r) = 2πr3(ρ− P ) .

Por otro lado, los modelos no locales tienen la caracteŕıstica importante de ser regulares en
el centro de simetŕıa, donde se cumple la siguiente relación entre la densida central ρc y la
presión radial central Pc.

ρc = 3Pc .

A continuación consideraremos los siguientes puntos con el fin de hacer un resumen
general de las conclusiones más importantes de este trabajo

1. Se ha propuesto un método para generar soluciones estáticas no locales, anisótropas,
regulares en el centro a partir de tomar soluciones conocidas de las ecuaciones de
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Einstein. Se consideraron 5 ejemplos para estudiar la factibilidad del método propuesto
ajustando el conjunto de parámetros libres para representar objetos compactos de 10
Km. También fueron consideradas estrellas exóticas debido a la presencia de campos
magnéticos intensos (magnetoestrellas), en este caso la ecuación de estado no es regular
en el centro y por lo tanto no resulta ser viable para describir el núcleo de la estrella.

2. Cuando se introduce una nueva condición, en este caso la del tensor de Weyl igual a
cero, el sistema de ecuaciones de campo queda completamente determinado. La solución
estática aśı obtenida se corresponde a un objeto de 10 Km de radio y de masa total de
2, 68 masas solares y se puede considerar como una estrella compacta con una densidad
central de 2, 14× 1015 gr cm−3.

3. La teoŕıa lagrangeana de campos nos provee de una herramienta para generar ecua-
ciones de estado para materia nuclear f́ısicamente aceptables. Los modelos obtenidos
utilizando este enfoque toman en cuenta los constituyentes esenciales de la materia,
considera los campos de interacción entre part́ıculas elementales y tiene el ingredien-
te adicional de ser una teoŕıa relativista. En esta teoŕıa las ecuaciones de estado no
se obtienen resolviendo la ecuación de equilibrio hidrostático (ecuaciones TOV) sino
resolviendo numéricamente un conjunto muy complejo de ecuaciones acopladas para
potenciales qúımicos, momentos de Fermi, campos de mesones y un conjunto bastante
considerable de incógnitas que tienen que ver con los tipos de bariones pertenecientes
a la teoŕıa.

En este trabajo se propuso un algoritmo para incorporar estas soluciones numéricas y
producir soluciones no locales anaĺıticas, es decir, considerar la viabilidad de heredar
algunas caracteŕısticas de los modelos de la teoŕıa de part́ıculas. Para tal fin se tomaron
dos perfiles de densidad numéricas de la literatura y se extendió el método utilizado
anteriormente para obtener soluciones estáticas. El resultado de aplicar el algoritmo
resultó ser exitoso en el sentido de que se satisfacen las condiciones de enerǵıa y causa-
lidad abriendo la posibilidad de desarrollar un estudio posterior con mejores técnicas
numéricas y con ecuaciones de estado con una mejor resolución en los datos.

4. Fue posible construir un método para obtener N familias de soluciones exactas de las
ecuaciones de Einstein: dada una familia infinita de funciones para la métrica ν(r),
la condición de fluido perfecto puede ser integrada para obtener una familia infinita
de funciones m(r). Esto es debido al hecho de que la condición de fluido perfecto,
para el caso estático y simetŕıa esférica, resulta ser una ecuación diferencial lineal de
primer orden para la función masa. La función ν(r) debe ser monótona creciente con un
mı́nimo regular en r = 0, para garantizar que las cantidades invariantes del tensor de
Riemann también sean regulares en el centro de simetŕıa. Si adicionalmente se impone
una nueva condición, como la condición no local, entonces el sistema de ecuaciones de
campo queda completamente determinado, salvo algunas constantes que pueden ser
halladas posteriormente a partir de las condiciones de acoplamiento.

Por lo tanto, a partir del hecho de suministrar la forma de una de las funciones de
la métrica, es posible generar N soluciones para fluidos no perfectos que obedecen a
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una ecuación de estado no local. Los diferentes valores de N determinan soluciones
no locales con caracteŕısticas completamente diferentes. Se estudió la viabilidad del
método propuesto considerando, en primer lugar, una función fuente inspirada en la
solución estática de Tolman IV. En segundo lugar, se estudiaron dos casos posibles
incorporando, adicionalmente, la condición de que el tensor de Weyl sea cero. Los
parámetros se ajustaron para que los diferentes modelos representen objetos compactos
de 10 Km de radio, todos los 9 modelos considerados aqúı tienen masas ĺımites menores
a 3, 4 masas solares.

El punto cŕıtico del método se encuentra en la posibilidad de resolver anaĺıticamente la
ecuación algebraica que resulta de la condición de borde P (R) = 0 para los diferentes
valores que pueda tomar el parámetro N , pero en el peor de los casos una solución
numérica siempre puede ser encontrada.

5. Para algunos tipos particulares de perturbaciones, la razón para las fluctuaciones de
anisotroṕıa y densidad δ∆/δρ se pueden interpretar y acotar en términos de la dife-
rencia de las velocidades del sonido δ∆/δρ ∼ v2

s⊥ − v2
s . Se tiene que las regiones

donde v2
s < v2

s⊥ serán regiones potencialmente inestables, en caso contrario, si v2
s ≥ v2

s⊥
entonces no ocurrirán fracturas y la región será una región potencialmente estable.
Esta interpretación permite hacer una redefinición del concepto de fractura al rela-
cionar la fractura con regiones de inestabilidad debido al comportamiento de alguna
de las variables f́ısicas dentro de la configuración de materia, ya que la diferencia en
las velocidades del sonido claramente permite identificar las regiones que tienden a ser
inestables.

6. Con la ayuda de algunos argumentos heuŕısticos f́ısicamente aceptables fue posible
construir un par de modelos anaĺıticos de colapso gravitacional para objetos compactos.
Para la construcción de éstos fue necesario suministrar una ecuación de estado para
una mezcla de materia y radiación: una ecuación de estado no local tomando como
punto de partida una solución estática conocida de las ecuaciones de Einstein. En este
sentido, lo que se quiere decir es que se toma un perfil de densidad, conocido como
un “perfil de densidad semilla”, para luego introducir ad hoc la dependencia temporal
a través de un conjunto de funciones que serán determinadas v́ıa las ecuaciones de
acoplamiento. Los dos ejemplos considerados aqúı conducen a situaciones de colapso
con el potencial gravitacional en la superficie constante.

Es posible establecer algunas comparaciones entre estos modelos anaĺıticos con modelos
desarrollados utilizando una técnica diferente de cálculo y en un sistema de coordena-
das diferentes a las de Schwarzschild, a pesar de que las configuraciones iniciales de los
parámetros no son exactamente las mismas para ambos modelos. Utilizando la misma
“función semilla”, y el hecho de que el potencial gravitacional en la superficie se man-
tiene constante durante todo el colapso, se pudieron establecer algunas caracteŕısticas
que son independientes de las coordenadas como la aparición de zonas en el interior de
la estrella donde existe un mayor flujo de enerǵıa.

7. Desde un punto de vista puramente matemático, la condición de no localidad impuesta
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sobre el elemento métrico permite la posibilidad de integrar las ecuaciones de colinea-
ción para obtener familias de métricas que admiten un campo Vectorial de Killing
Conforme. Las soluciones dinámicas, anisótropas y no locales que admiten este tipo
particular de colineación resultaron ser soluciones que no son regulares en el origen.

Una aplicación reciente de la teoŕıa no local expuesta en este trabajo puede verse en [35] y
[128]. Alĺı se construyen diferentes modelos para objetos exóticos denominados mini-agujeros
negros. El esquema de estudio para estos cuerpos se desarrolla dentro de lo que se conoce
como la geometŕıa no conmutativa de la gravedad cuántica. La geometŕıa no conmutativa
se basa en el hecho de la conmutación de las coordenadas [xµ, xν ] = θµν , la cual se asume
a tener una importancia relevante en los procesos f́ısicos que se desarrollan a la escala de
Plank.

En términos generales, suponer una ecuación de estado no local para describir un me-
dio material altamente compacto, como son los objetos astrof́ısicos del tipo de estrellas de
neutrones, tiene como implicación directa la posibilidad de reducir en buena medida el alto
grado de complejidad que representa el conjunto completo de las ecuaciones de campo de
la Relatividad General, sobre todo en el caso dependiente del tiempo. La hipótesis original
de que el medio material responde a este tipo de ecuación de estado es, por un lado, una
herramienta simplificadora para desarrollar la mayoŕıa de los modelos desde un punto de
vista completamente anaĺıtico, sin la necesidad de recurrir a técnicas numéricas de cálculo,
y por el otro, es una descripción f́ısicamente aceptable e interesante para estudiar y seguir
la evolución de objetos compactos auto-gravitantes aislados.



Apéndice A

Soluciones Estáticas Exactas

En este apéndice se muestra un conjunto completo de figuras que complementa la in-
formación del Caṕıtulo 4, sobre los diferentes ejemplos de soluciones exactas estáticas no
locales.

Ejemplo 1

Figura A.1: Densidad de enerǵıa contra r para
el modelo Stewart.

Figura A.2: Presión tangencial contra r: la so-
lución original de Stewart (azul) y la solución no
local (rojo).
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Figura A.3: Velocidad del sonido tangencial
contra r: la solución original de Stewart (azul)
y la solución no local (rojo).

Figura A.4: Anisotroṕıa contra r: la solución
original de Stewart (azul) y la solución no local
(rojo).

Figura A.5: Condiciones de enerǵıa para el mo-
delo no local: (a) ρ+P+2P⊥ ≥ 0, (b) ρ+P ≥ 0,
(c) ρ ≥ P , (d) ρ+ P⊥ ≥ 0, (e) ρ ≥ P⊥.

Figura A.6: Condiciones de enerǵıa para el mo-
delo original de Stewart: (a) ρ + P + 2P⊥ ≥ 0,
(b) ρ + P ≥ 0, (c) ρ ≥ P , (d) ρ + P⊥ ≥ 0, (e)
ρ ≥ P⊥.
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Ejemplo 2

Figura A.7: Densidad de enerǵıa contra r para
el modelo Gokhroo&Mehra. Ejemplo 2.

Figura A.8: Presión tangencial contra r: la so-
lución original de Gokhroo&Mehra (azul) y la
solución no local (rojo).

Figura A.9: Velocidad del sonido tangencial
contra r: la solución original de Gokhroo&Mehra
(azul) y la solución no local (rojo).

Figura A.10: Anisotroṕıa contra r: la solución
original de Gokhroo&Mehra (verde) y la solu-
ción no local (rojo).
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Figura A.11: Condiciones de enerǵıa para el
modelo no local: (a) ρ + P + 2P⊥ ≥ 0, (b)
ρ + P ≥ 0, (c) ρ ≥ P , (d) ρ + P⊥ ≥ 0, (e)
ρ ≥ P⊥.

Figura A.12: Condiciones de enerǵıa para el
modelo original de Gokhroo&Mehra: (a) ρ +
P + 2P⊥ ≥ 0, (b) ρ + P ≥ 0, (c) ρ ≥ P , (d)
ρ+ P⊥ ≥ 0, (e) ρ ≥ P⊥.

Ejemplo 3

Figura A.13: Densidad de enerǵıa contra r para
el modelo Finch&Skea. Ejemplo 3.

Figura A.14: Presión tangencial contra r para
la solución no local tipo Finch&Skea.
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Figura A.15: Velocidad del sonido tangen-
cial contra r para la solución no local tipo
Finch&Skea.

Figura A.16: Anisotroṕıa contra r para la solu-
ción no local tipo Finch&Skea.

Figura A.17: Condiciones de enerǵıa para el
modelo no local: (a) ρ + P + 2P⊥ ≥ 0, (b)
ρ + P ≥ 0, (c) ρ ≥ P , (d) ρ + P⊥ ≥ 0, (e)
ρ ≥ P⊥.
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Ejemplo 4

Figura A.18: Densidad de enerǵıa contra r para
el modelo Durgapal (n=1). Ejemplo 4.

Figura A.19: Presión tangencial contra r para
la solución no local tipo Durgapal (n=1).

Figura A.20: Velocidad del sonido tangencial
contra r para la solución no local tipo Durgapal
(n=1).

Figura A.21: Anisotroṕıa contra r para la solu-
ción no local tipo Durgapal (n=1).
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Figura A.22: Condiciones de enerǵıa para el
modelo no local: (a) ρ + P + 2P⊥ ≥ 0, (b)
ρ + P ≥ 0, (c) ρ ≥ P , (d) ρ + P⊥ ≥ 0, (e)
ρ ≥ P⊥.

Ejemplo 5

Figura A.23: Densidad de enerǵıa contra r para
el modelo Durgapal (n=2). Ejemplo 5.

Figura A.24: Presión tangencial contra r para
la solución no local tipo Durgapal (n=2).
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Figura A.25: Velocidad del sonido tangencial
contra r para la solución no local tipo Durgapal
(n=2).

Figura A.26: Anisotroṕıa contra r para la solu-
ción no local tipo Durgapal (n=2).

Figura A.27: Condiciones de enerǵıa para el
modelo no local: (a) ρ + P + 2P⊥ ≥ 0, (b)
ρ + P ≥ 0, (c) ρ ≥ P , (d) ρ + P⊥ ≥ 0, (e)
ρ ≥ P⊥.



Apéndice B

Soluciones Estáticas Numéricas

Ecuación de estado: Caso 1 de [57]

n ρ ×1015 P ×1035 n ρ ×1015 P ×1035

fm−3 gr cm−3 dinas cm−2 fm−3 gr cm−3 dinas cm−2

1.08 2.3529 5.6382 0.66 1.2859 2.1251
1.06 2.2979 5.4459 0.64 1.2400 1.9915
1.04 2.2433 5.2575 0.62 1.1945 1.8630
1.02 2.1891 5.0725 0.60 1.1495 1.7396
1.00 2.1353 4.8907 0.58 1.1050 1.6212
0.98 2.0819 4.7120 0.56 1.0609 1.5076
0.96 2.0289 4.5353 0.54 1.0172 1.3989
0.94 1.9763 4.3594 0.52 0.97399 1.2948
0.92 1.9241 4.1855 0.50 0.93118 1.1952
0.90 1.8724 4.0135 0.48 0.88882 1.0998
0.88 1.8211 3.8384 0.46 0.84689 1.0082
0.86 1.7702 3.6644 0.44 0.80541 0.91960
0.84 1.7197 3.4950 0.42 0.76439 0.82933
0.80 1.6202 3.1683 0.40 0.72383 0.73893
0.78 1.5711 3.0111 0.38 0.68379 0.64505
0.76 1.5224 2.8572 0.36 0.64429 0.55793
0.74 1.4742 2.7065 0.34 0.60531 0.47866
0.72 1.4264 2.5570 0.32 0.56682 0.40714
0,70 1.3791 2.4078 0.30 0.52879 0.34314
0.68 1.3323 2.2638 0.28 0.49122 0.28650

Tabla 1
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Ecuación de estado: Caso 2 de [57]

n ρ ×1015 P ×1035 n ρ ×1015 P ×1035

fm−3 gr cm−3 dinas cm−2 fm−3 gr cm−3 dinas cm−2

1.08 2.3529 5.6382 0.66 1.2859 2.1251
1.06 2.2979 5.4459 0.64 1.2400 1.9915
1.04 2.2433 5.2575 0.62 1.1945 1.8630
1.02 2.1891 5.0725 0.60 1.1495 1.7396
1.00 2.1353 4.8907 0.58 1.1050 1.6212
0.98 2.0819 4.7120 0.56 1.0609 1.5076
0.96 2.0289 4.5353 0.54 1.0172 1.3989
0.94 1.9763 4.3594 0.52 0.97399 1.2948
0.92 1.9241 4.1855 0.50 0.93118 1.1952
0.90 1.8724 4.0135 0.48 0.88882 1.0998
0.88 1.8211 3.8384 0.46 0.84689 1.0082
0.86 1.7702 3.6644 0.44 0.80541 0.91960
0.84 1.7197 3.4950 0.42 0.76439 0.82933
0.80 1.6202 3.1683 0.40 0.72383 0.73893
0.78 1.5711 3.0111 0.38 0.68379 0.64505
0.76 1.5224 2.8572 0.36 0.64429 0.55793
0.74 1.4742 2.7065 0.34 0.60531 0.47866
0.72 1.4264 2.5570 0.32 0.56682 0.40714
0,70 1.3791 2.4078 0.30 0.52879 0.34314
0.68 1.3323 2.2638 0.28 0.49122 0.28650

Tabla 2



Bibliograf́ıa

[1] Narasimhan M. N. L. (1993)
Principles of Continuum Mechanics. (John Willey, New York)

[2] Chandrasekhar S. (1950)
Radiative Transfer. (Oxford, Oxford University Press)
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Class. Quantum Grav., 24, 4631-4645.

[96] Cosenza M., Herrera L., Esculpi M., Witten L., (1981)
J. Math. Phys., 22, 118.

[97] Chandrasekhar S. (1984)
Mod. Phys., 56, 13747.

[98] Dev K., Gleiser M. (2003)
Gen. Rel. Grav., 35, 143557.
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Astrophys. and Space Sc., 219, 153.

[109] Tsamparlis, M., Pantelis S. Apostolopouls (2000)
J. Math. Phys., 41, 7573.
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