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RESUMEN

En este trabajo se muestra que es posible obtener modelos fisicamente aceptables para
configuraciones de materia ultradensa, con simetria esférica, los cuales satisfacen una ecua-
cion de estado no local. Este tipo particular de ecuacion de estado relaciona la presiéon radial
en un punto dado con algunas de las otras variables fisicas a través de un funcional dentro
de un determinado volumen.

La plausibilidad fisica de los modelos considerados se comprueba estudiando las condicio-
nes de energia, las condiciones de aceptabilidad fisica y la posibilidad de acoplar de manera
continua las soluciones obtenidas con las soluciones exteriores.

Se construyen soluciones y familias de soluciones no locales, estaticas y para fluido no
perfectos, a partir de soluciones conocidas de las ecuaciones de Einstein, o agregando alguna
condicién adicional como la de fluido conformemente plano. Se desarrolla un método para
estudiar la factibilidad de incorporar soluciones numéricas obtenidas de la teoria lagrangiana
de campos para estrellas de neutrones y generar soluciones no locales.

Se establece un criterio para estudiar la estabilidad de configuraciones de materia y la po-
sible aparicion de fracturas a partir de una relaciéon que involucra tinicamente las velocidades
del sonido radial y tangencial.

Se construyen dos modelos analiticos de colapso gravitacional y se establecen algunas
comparaciones con modelos equivalentes utilizando el algoritmo semi-numérico HJR. Tam-
bién se consideran soluciones con la condicion para fluidos que aceptan Vectores de Killing
Conformes.
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Capitulo 1

Introduccion

Las propiedades fisicas de los materiales, ya sean sus propiedades microscépicas o ma-
croscopicas, estan directamente relacionadas con la naturaleza de su estructura molecular y
atémica. Desde el punto de vista de la mecanica clasica de los medios continuos, la materia
es considerada como una distribucién continua, que responde de manera colectiva a la accion
de alguna influencia externa, en lugar de una distribuciéon compuesta de dtomos o particulas
discretas.

Los materiales, ya sean sélidos, liquidos o gaseosos, presentan una serie de caracteristicas
que dependen de su estructura molecular y de las interacciones entre las moléculas. Estas in-
teracciones o fuerzas se encuentran intimamente relacionadas con la distancia de separacion
intermolecular. Cada molécula estd sometida a la accién de todas las moléculas vecinas, pero
en particular a las mas cercanas. Esto significa que la respuesta, por el efecto de alguna per-
turbacién, de un punto material estarda determinada en su totalidad por el comportamiento
de una pequena vecindad centrada en el punto de estudio.

Por otro lado, también se parte del principio de que cualquier porcién de material, por
muy pequena que pueda ser, sirve como una muestra representativa de todo el resto en
cuanto a su comportamiento a perturbaciones externas, ya que las leyes que gobiernan al
medio se consideran validas para el material en su totalidad. Esto hace que las interacciones
y movimientos intermoleculares del resto del sistema no se tomen en consideracion a la hora
de hacer un modelo tedrico.

El resultado de aislar una pequena parte de material para representar a todo un sistema,
implica que se deben descartar los efectos de la accion de fuerzas o tensiones aplicados a dis-
tancia. Sin embargo, estas interacciones aplicadas a distancia, o no locales, son importantes,
en algunas situaciones, debido a que su posible trasmision a través de todo el cuerpo, desde
un punto a otro, puede afectar los estados de movimiento de cada punto material por todo
el sistema.

Las ideas basicas sobre una teoria mecanica de medios continuos no locales fueron intro-
ducidas en los anos 50 (ver [1] y referencias incluidas), y estaban basadas sobre el hecho de
considerar la funcién de esfuerzos (stress) como un promedio en un cierto volumen represen-
tativo del medio material centrado en un punto. Desde entonces, son muchas las aplicaciones
donde los efectos no locales parecen dominar el comportamiento macroscépico de la mate-
ria. Gran cantidad de problemas interesantes surgen de una infinidad de dreas tales como
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el andlisis de danos y fracturas de materiales, el fenémeno de la tension superfical en liqui-
dos, la propagacién de ondas en sélidos, el flujo de la sangre dentro del cuerpo humano, la
dindmica de suspensiones coloidales y el diseno de redes neuronales, para citar solo unos
pocos ejemplos.

De manera general, cuando se quieren introducir los efectos no locales en una teoria
matematica se hace a través de la incorporacion de ecuaciones integro-diferenciales, como
hizo Chandrasekhar en 1950 [2] para desarrollar una teorfa sobre el transporte de radiacién,
incorporandole caracteristicas no locales a la propagaciéon de la radiacién.

Los fenémenos astrofisicos nos proveen de escenarios donde la materia existe en condi-
ciones extremas, que no se encuentran o que no pueden ser reproducidas en la Tierra. Un
ejemplo: la materia degenerada ultra densa que se supone conforma los objetos compactos del
universo. Algunos de estos objetos son agrupados en estrellas denominadas enanas blancas
y estrellas de neutrones.

Los objetos estelares compactos son uno de los cuerpos mas fascinantes que pueden ser
observados. Son los restos de estrellas luminosas que, una vez terminado su combustible
nuclear, son incapaces de generar suficiente presién térmica para contrarrestrar las fuerzas
gravitacionales y evitar un posible colapso gravitacional. Dependiendo de la masa inicial de
la estrella progenitora y de la apariciéon de inestabilidades en el equilibrio de la estructura
estelar, pueden ocurrir explosiones de supernova, dejando como resultado un objeto rotante
cuyo nucleo puede llegar a tener densidades mayores a la densidad nuclear, esto es, densidades
del orden de (10 — 20) pg, con py ~ 2 x 10'gcm™3. También se pueden alcanzar enormes
energias de enlace gravitacional (GTJ‘KI2 ~ 5 x 10 ergs). La acelaracién de la gravedad en la
superficie de estos cuerpos compactos es de %—Af ~ 2x 10" cms~2. Esto significa que tenemos
cuerpos con radios del orden de los 10 Km y masas tipicas de 1,4 masas solares. Se podria
decir que estos son los objetos mas compactos que existen en el universo.

La descripcion fisica de la materia a densidades tan enormes plantea un gran desafio para
los investigadores en las areas de la fisica nuclear y de altas energias: es necesario considerar
diferentes tipos de particulas, sus interacciones y sus abundancias, asi como también las
transiciones de fase que ocurren por la posible aparicién de materia extrana. Esto trae como
consecuencia el hecho de que exista un gran desconocimiento en torno a la estructura de
la ecuacién de estado que describe las propiedades de la materia [3]-[7]. Por otro lado, las
evidencias experimentales que se pueden tener actualmente, para estudiar los contituyen-
tes de la materia, provienen basicamente de la extrapolaciéon de los datos obtenidos en los
aceleradores de particulas y la fisica de los rayos césmicos (ver [8] y referencias incluidas).

Dentro de las estrellas de neutrones, las presiones y densidades no se deben a efectos
térmicos. La presion interior que soporta la estrella es el producto de la presion debida a
las interacciones nucleares de nucleones degenerados. Esto permite que la aproximaciéon a
temperatura cero sea una suposicion razonable y que la ecuacién de estado resulte ser una
ecuacién con un unico parametro, esto es, una funcién del tipo P = P(p), donde P es la
presion y p la densidad de masa-energia.

En una escala microscépica, la descripcién fisica de la materia, con densidades mayores
que la densidad nuclear, resulta ser un problema bastante dificil de tratar. Esto se debe a
que si se quiere construir un modelo tedrico lo mas realista posible de objetos compactos



es necesario recurrir directamente al estudio de cuédles son los propios constituyentes de la
materia. Esto significa que se deben considerar los diferentes tipos de particulas que confor-
man el material, sus respectivas abundancias y los diferentes campos que propagan todas las
posibles interacciones entre nucleones. Este es el nivel de la fisica nuclear y de particulas:
la fisica de los bariones, mesones y en iltima instancia la fisica de sus constituyentes: los
quarks y los gluones.

Una aproximacion tradicional al problema nuclear es el de las teorias no relativistas
de potenciales para sistemas de muchos cuerpos. Estas se fundamentan en los potenciales
derivados de sistemas estaticos de dos cuerpos que son ajustados a los datos experimentales de
sistemas nucleén-nucleén. Aunque estas teorias logran predecir en muy buena aproximacién
las masas méaximas y las densidades centrales que pueden llegar a tener objetos como las
estrellas de neutrones, presentan caracteristicas indeseables como es la violacién del principio
de causalidad.

Como una alternativa al problema de muchos cuerpos, por los anos 70, surge un enfoque
diferente al estudio de la materia nuclear: la teoria relativista de campos para hadrones
interactuantes. Desde la aparicién de los trabajos pioneros realizados por Kélman [9] y
Walecka [10], donde los nucleones interactian tnicamente a través de campos escalares y
mesones vectoriales, hasta los trabajos més recientes donde se consideran estructuras mas
complejas, se han desarrollado muchos métodos dentro del marco de una teoria relativista
de campos para caracterizar las propiedades del equilibrio de la materia densa.

La teoria relativista de campos es particularmente conveniente como teoria fisica para
la descripcion de objetos compactos porque, ademas de predecir algunas de sus mas impor-
tantes caracteristicas: masas, radios, energias de enlace, no viola el fundamental principo de
causalidad. Ademas toma en cuenta las propiedades de saturacion de la materia y lo que se
conoce como la libertad asintética de los quarks, es decir, la aparicién de materia de quarks.

Una teoria fisica que se adeciia de manera formidable al estudio de objetos compactos es
la teoria clasica de la Relatividad General. La estructura del equilibrio para objetos auto-
gravitantes puede obtenerse a partir de las ecuaciones de campo de Einstein, que en el caso
simple de configuraciones esféricas, es decir no rotantes, se traducen en las ecuaciones de
equilibrio hidrostatico o ecuaciones de Tolman, Oppenheimer y Volkoff, también conocidas
como las ecuaciones TOV.

El fin principal de este trabajo consiste en proponer una ecuacién de estado para la
descripcion fisica de objetos astrofisicos compactos, esto es, suponer que la materia ultradensa
puede ser descrita a través de una Ecuacién de Estado No Local (de ahora en adelante
referida como EENL) dentro del marco de la teoria de la Relatividad General, y estudiar
los diferentes grados de relevancia y aceptabilidad fisica de esta hipdtesis.

Para el caso particular de soluciones estéticas, la EENL que se propone [11], es una
ecuacién que tiene la siguiente forma (en unidades geometrizadas)

P(r)=p(r) — 2 /OT 7 p(7) dF. (1.1)

r3

Es claro que en la ecuacién (1.1) estd implicito un efecto colectivo producido por la
variable p(r), la densidad de masa energia, sobre la presién en la direccién radial P(r): la
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presiéon no sélo es una funciéon de la densidad en un punto particular sino que existe un
término en forma de funcional que contribuye a la presién y que toma en cuenta el resto
de la configuracién. Esto significa que todo cambio en la presién radial se debe entonces a
los efectos de las variaciones de la densidad en un punto mas las variaciones de la densidad
dentro del volumen contenido en el funcional.

Es importante senalar que en el trabajo que se desarrollarda a continuacién la ecuacion
(1.1) se generalizara con la finalidad de considerar situaciones de configuraciones de materia
en el régimen dindamico, esto permitira que sea posible seguir la evolucion de objetos esféricos
radiantes en situaciones de colapso gravitacional.

En [11] se demostré que, bajo ciertas condiciones particulares, una distribucién de materia
con simetria esférica y anisétropa en la presién (presencia de presiones tangenciales con
P, # P) puede ser modelada numéricamente a través de una EENL. En ese trabajo
fueron estudiados varios modelos para esferas radiantes que colapsan por el efecto de la
gravedad. Por otro lado, en [12] se desarrolld un método para generar soluciones estaticas
no locales anisotropas y fisicamente aceptables.

En lo referente a la anisotropia, el hecho de suponer que los fluidos son perfectos pascalia-
nos (P = P|) es algo que se encuentra sélidamente sustentado por evidencias observacionales
y fundamentos tedricos, sin embargo, una gran cantidad de evidencias tedricas también su-
gieren que pueden ocurrir fenémenos fisicos que dan origen a anisotropias locales. Dentro
del esquema newtoniano, las anisotropias locales ocurren por la existencia de distribuciones
de velocidades anisétropas, como es indicado en el trabajo cldsico de J. H. Jeans [13]. En
el contexto de la Relatividad General, G. Lemaitre [14] indica que la presencia de aniso-
tropias relaja los limites superiores impuestos al valor maximo del potencial gravitacional en
la superficie.

Desde los primeros trabajos realizados por R. Bowers y E. Liang [15], las consecuencias
por la presencia de anisotropias locales dentro de la teoria de la Relatividad General han sido
ampliamente estudiadas (ver [16] y las referencias incluidas), y la utilizacién de ecuaciones
de estado que las incorporan para modelar estrellas de neutrones altamente magnetizadas
o magneto-estrellas, ha llamado la atencién de algunos investigadores ([17]-[20]). En estos
trabajos se demuestra que los campos magnéticos intensos pueden inducir anisotropias en la
presién interna de estrellas compactas. En [18] y [21] se consideran las consecuencias sobre
la estabilidad de configuraciones de materia debido a la presencia de anisotropias en las
presiones.

Las configuraciones de materia pueden desviarse de su situacién de equilibrio si se in-
troducen perturbaciones en el sistema. Estas perturbaciones pueden dar origen a fuerzas
radiales en diferentes regiones y con diferente signo, produciendo fracturas en el material.
Un tratamiento sobre la aparicién de fracturas, debido al afecto de pequenas fluctuaciones
en la anisotropia local, puede ser consultado en: [22]-[24]. En este trabajo se estudiara el pro-
blema de la aparicion de fracturas desde un punto de vista ligeramente diferente al propuesto
por Herrera en [22].

Un aspecto importante en lo referente a la buisqueda de soluciones exactas de las ecua-
ciones de Einstein tiene que ver con el concepto de las simetrias. Originalmente, éstas se
introducen con el fin de simplificar las ecuaciones de campo, y con el transcurso del tiempo



han permitido el desarrollado de diferentes esquemas de clasificacion para los diferentes ti-
pos de soluciones [25]-[28]. Del conjunto de posibles simetrias, tal vez las simetrias conformes
son las més dificiles de tratar, atin en el caso de fluidos perfectos, ya que las ecuaciones de
Killing conformes contienen un factor que por lo general puede depender de todas las cuatro
coordenadas [29]-[34].

Saliendo un poco del contexto del trabajo presentado aqui, y que tiene que ver basica-
mente con la busqueda de soluciones exactas de las ecuaciones de la Relatividad General y
de la obtencion de soluciones dinamicas analiticas para escenarios de colapso gravitacional,
una aplicacién directa de una EENL puede verse en [35]. Alli se desarrollan modelos ma-
tematicos para ciertos objetos exéticos, bastante particulares, denominados mini-agujeros
negros. Estos modelos se desarrollan dentro de un esquema conocido como geometria no
conmutativa de la gravedad cuantica.

Con respecto a la estructura de este trabajo se tiene lo siguiente: el capitulo 2 estara de-
dicado a la presentacion de los conceptos y ecuaciones basicas de la Relatividad General
que seran utilizados. El capitulo 3 se dedica a considerar las ecuaciones de estado para ma-
teria densa y se introducen algunos conceptos basicos sobre la teoria de campos, también
se postula la forma que tendra nuestra EENL, para el caso general donde no se supone la
estaticidad del medio material. En los capitulos 4 y 5 se formulan mecanismos para produ-
cir soluciones y familias de soluciones estaticas considerando el hecho de la no localidad y
tomando como punto de partida algunas soluciones exactas conocidas de las ecuaciones de
Einstein. En el capitulo 6 se introducen y estudian algunos criterios de estabilidad a partir
de considerar las velocidades del sonido dentro del material. Para finalizar, en el capitulo
7, se construyen modelos dindmicos, analiticos y semi-numéricos, para seguir la evolucién
de una esfera de materia que radia y colapsa gravitacionalmente, también se considera la
posibilidad de generar soluciones dindmicas que admiten vectores de Killing conformes.
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Convenciones

La signatura de las métricas utilizadas serd —2, (+,—, —, —). La derivada covariante se
indica con punto y coma (;) o por el simbolo V, la derivada parcial con el simbolo 0, una
coma o un subindice, (af =0, = f,a). Por lo general, la derivada respecto a la variable

temporal se indica con un punto y la derivada con respecto a la variable radial con una
G A=5)

Las cantidades tensoriales se escriben en negrita y sus componentes se especifican con
indices latinos en el caso que no se hace refierencia a un sistema de coordenadas en particular,
(u® = [u®, ut,u? u3]). Los indices griegos, (p,v,7...), se utilizan cuando se esté haciendo
referencia a un sistema de coordenadas particular. También se utilizan las deltas de Kronecker
para indicar las componentes de un tensor (n* = Ad§ + BdY), o utilizando como subidices las
letras que representan las coordenadas correspondientes al sistema de referencia empleado:
(th7 THd)) .

El subindice s indica que la cantidad es evaluada en la superficie: r,. El simbolo (+) como
indice indica que una cantidad es evaluada en el exterior de la distribucién y el simbolo (—)

prima <A =

en el interior: Gsbr).

La derivada de Lie en la direccién de un vector £ se indica de la manera usual, £e.

Las ecuaciones a utilizar se escriben adoptando el sistema de unidades geometrizadas
donde G = ¢ = 1, y las constantes fisicas utilizadas para los resultados numéricos estan
basados en los siguientes valores:

c = 29979 x 10" cms™!,
G = 6,673x10 % cem3gts?,
My = 1,989 x 10** g = 1477 m.



Capitulo 2

Ecuaciones de la Relatividad General

2.1. Ecuaciones basicas

Existe una gran variedad de escenarios de interés astrofisico donde la materia puede
alcanzar velocidades de movimiento extremadamente grandes y donde la hidrodinamica evo-
luciona en presencia de campos gravitacionales enormes (&~ 5 x 10° erg ~ 0,2 Mc?). En estos
casos, surgen efectos relativistas que no pueden ser depreciados y es necesario desarrollar un
esquema de estudio dentro del marco de la teoria de la Relatividad General. Este capitulo se
dedicara basicamente a desarrollar un resumen de las ecuaciones basicas de la Relatividad
General.

En la teoria de la relatividad tanto el espacio como el tiempo se representan como una
sola identidad llamada espacio-tiempo y cada punto (o evento) requiere de cuatro nimeros
(20, 2!, 2, 23) para su completa especificacién. En este espacio-tiempo, las ecuaciones de la
fisica se deben expresar de manera tal que no dependan de un observador en particular. El
observador es quien hace las medidas, es decir, es quien asigna las coordenadas a un punto (o
evento) del espacio-tiempo. Se dice entonces que las leyes de la fisica deben ser covariantes
cuando se pasa de un observador a otro, o dicho de otra manera, cuando cambiamos de un
sistema de referencia a otro:

Z‘a:( O,Il,x2,l‘3)—>xal:( 0/7$1/7ZE2/,$3/).
Esta covariancia para las ecuaciones de la fisica se logra de manera natural si las ecuaciones
se formulan como tensoriales.

De una manera més formal, se dice que en la teoria de la Relatividad General, el espacio
y el tiempo se representan por una variedad riemaniana diferenciable de dimension cuatro
[36], en la cual se define un tensor métrico g, con signatura de Lorentz, que satisface las
siguientes ecuaciones, conocidas como las ecuaciones de Einstein:

1
Gab = Rab — éRgab = 87 Tab . (21)

En general, las ecuaciones de Einstein constituyen un sistema acoplado de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales de segundo orden, no lineal, para las componentes del
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tensor métrico. Como T,, v G4 son tensores simétricos, el sistema de ecuaciones queda
conformado por diez ecuaciones. Por otro lado, a partir de una propiedad del tensor de
Einstein, conocida como la identidad de Bianchi, G, = 0, el sistema acoplado de ecuaciones
se reduce a un sistema de seis ecuaciones.

A las cantidades T, se les conoce como el tensor de energia-impulso o tensor de materia,
y viene a ser la fuente del campo gravitacional. Los tensores R,, y R son contracciones del
tensor de curvatura de Riemann R,u?, el cual representa la curvatura del espacio-tiempo, y
vienen dados por:

Rab = RacbC = 8crcab - aaFccb + 1—‘dabrcdc - chbrcda )
R R, .

Los simbolos ', (simbolos de Christoffel) se expresan en términos del tensor métrico y de
sus primeras derivadas de la siguiente manera:

1
[ = QQCd [Oa Gbd + Ob Gad — Od Jab) = I ba - (2.4)

Los simbolos de Christoffel permiten definir una nueva derivada, la derivada covariante.

La curvatura del espacio tiempo se ve fundamentalmente reflejada en el hecho de que las
derivadas covariantes no conmutan, de manera que se puede definir un tensor del tipo (0,3)
de la siguiente forma

Ug;be — Uazeb = Rabcdud )

donde R es el tensor de curvatura de Riemann. Esta tltima ecuacién se conoce como la
identidad de Ricci.

Por todo lo dicho anteriormente, se puede ver que existe una cantidad fundamental que
es el tensor métrico g. Este es un tensor simétrico (ga = gra) de rango 2 que determina la
distancia entre dos puntos (eventos) vecinos del espacio-tiempo:

ds? = gap(2°) dada® (2.5)

las cantidades g,;, son las componentes del tensor métrico y representan el campo gravita-
cional. La signatura de esta métrica se dice que es de Lorentz por tener la forma (+ — ——).

Los campos gravitacionales con simetria esférica son de sumo interés en el estudio de
objetos astrofisicos esféricos tales como estrellas o ctimulos de estrellas. Un espacio-tiempo
con simetria esférica es aquel en el cual el elemento métrico permanece invariante bajo
rotaciones. Se tiene que sobre cada esfera de dimensién dos, con r y t constantes, la distancia
entre dos puntos viene dada por

ds* = r* (d9? + sen’0 d¢”) | (2.6)

las cantidades € y ¢ son las variables angulares usuales.
En un espacio-tiempo esféricamente simétrico se puede definir un sistema de coorde-
nadas, que se denomina sistema de coordenadas de Schwarzschild o de curvatura donde:
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(20, 2 2%, 23) = (¢, 7,0, ¢), con respecto al cual el elemento de linea se escribe de la siguiente
forma general:

ds® = e* dt* — e** dr® — r* (d6” + sen®0 d¢?) | (2.7)
donde v = v(t,r) y A = A(t,r). Otra manera de escribir (2.7) es la siguiente:

Jap = diag (62”, —e? 2, —rzsen26) . (2.8)

Las cuatro ecuaciones de Einstein que resultan a partir de (2.7) son:

1 e 1
=t er [2)( — ;} = 871y, (2.9)
1 e 1
5= er [21/ - ;} = 8T}, (2.10)
2\
-— = 87TT01, (211)
T
.. . N —
e [A + A — DA} +e 2 {—” — V' VN - (u’)Q] = 8717 = 87T% (2.12)
T

donde los puntos indican derivadas respecto al tiempo y las primas derivadas respecto a la
coordenada 7.

La ecuacién (2.9) se puede integrar formalmente para obtener la expresion:

T Tor?dr . (2.13)
T Jo

Resulta de mucha utilidad definir una nueva funcién, denominada funcién masa [37], de la
manera siguiente:

m(r,t) = 47‘[‘/ Tor%dr, (2.14)
0

con m = 0 en r = 0. De manera que la ecuacién (2.13) se puede escribir como:

e =1-"2, (2.15)
T

La funcién masa (2.14) coincide con la funcién masa de Misner que se obtiene a partir
del tensor de Riemann [3§]

2
r
m(t,r) = §R§¢9. (2.16)

Si queremos resolver el sistema conformado por la ecuaciones de Einstein, es necesario
determinar qué forma debe tener el tensor de energia-impulso. En lo que sigue, supondremos
que el medio material tiene la forma de un medio continuo.
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2.2. Cinematica de un medio material

Se necesita, como ya se menciond, hacer una descripcion del movimiento de las particulas
que conforman el fluido de tal manera que no dependan de un observador en particular. Un
observador que sea comovil con el fluido puede registrar su historia representando la linea
de mundo de la particula ubicada en un punto especifico. Esta linea de mundo describe el
movimiento de la particula en el espacio-tiempo. Si 7 es el tiempo medido por este observador
comévil con el fluido, el tiempo propio, la linea de mundo es entonces = = x%(7).

En relatividad se define la cuadri-velocidad u* de una particula como el vector tangente
a su linea de mundo:

a — dxa a
ut = , con uu, =1, (2.17)
dr
a u® se le denomina un vector unitario tipo tiempo. Si en el plano perpendicular a u®
escogemos tres vectores unitarios y mutuamente ortogonales, a tal sistema de cuatro vectores
se le denomina un sistema de referencia local para un observador comovil.

La cuadri-aceleracién se define como

a® =u'pu’ =  a"u, =0, (2.18)
de manera que una particula satisface la ecuacion de la geodésica
u“;bub =0.

Las particulas que se pueden mover a la velocidad de la luz (fotones) se moverdn en el
espacio-tiempo a lo largo de geodésicas nulas, es decir, a lo largo de geodésicas con ds = 0.
En este caso no se puede parametrizar la linea de mundo con el tiempo propio. Sin embargo,
un observador comovil en el sistema de referencia local le puede asociar a los fotones un
cuadri-vector de onda k%, el cual es un vector nulo, k*k, = 0, que satisface la ecuacién
k®4k" = 0. En este observatorio comévil la frecuencia de los fotones es: v = —k,u®, y se
puede escribir una expresion covariante para el corrimiento al rojo z entre dos eventos, el
evento donde se emite la radiacion de frecuencia v, y el evento donde se recibe v, esto es:

142=2, (2.19)
I/T'
En el caso de un objeto esférico, en coordenadas de Schwarzschild, el corrimiento al rojo
sobre la superficie de la esfera de materia, donde r = r, = R, es:

z= (1—%)_§—1. (2.20)

Asi como existe un valor maximo para la cantidad masa-radio, M/R, permitido para
objetos esféricos isétropos, esto es, M/R < 8/9 [39], se puede deducir entonces que existe un
valor maximo para el corrimiento al rojo: z < 2, para objetos esféricos estables. Queda claro
que al medir corrimientos al rojo de estrellas compactas es posible entonces determinar la
relacién M/R.
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Por otro lado, existe un conjunto de cantidades cineméticas que permiten caracterizar
el movimiento de un medio material. Se puede demostrar que la derivada covariante de la
cuadri-velocidad u, puede descomponerse de la siguiente manera:

1
Ua;p = Wab + 0ap + g@ hab + a,uyp, (221)

donde a, es la cuadri-aceleracion del medio. El escalar © se denomina la expansién de las
lineas de mundo del material, o, el tensor de deformacion o shear, @y, €l tensor de vorticidad
o de rotacion y hg, es el operador proyecciéon sobre un plano perpendicular a u,. Todas estas
cantidades son una generalizacion relativista de la expansién, la deformacién y la vorticidad
definidas en la hidrodindmica newtoniana.

Cada una de estas cantidades se pueden calcular a partir de las siguientes expresiones:

0=u",, (2.22)
aq = u’ Ugyp (2.23)
hab = Gab — Ug Up , (224)
1 1

Wap = 5 (Uasp — Upa) — 5 (aqup — apty) (2.25)

1 1 1
Oab = 5 (ua;b + ub;a) - 5 (aaub + ab“a) - §@ hab . (226>
Se dice que el material es inercial cuando a*> = —a%, = 0, es un medio irrotacional
cuando @? = —%w“bwab = 0 y que conserva su voliumen cuando ©® = 0. Por otro lado, si el

2 __ _ 1 _ab

material se mueve con o 20%04 = 0 se dice que es libre de shear, en este caso el medio
material sélo puede contraerse o expandirse.
Ahora bien, en un sistema de referencia comovil, la cuadri-velocidad, que denotaremos

con U, es:

i, = (1,0,0,0) =4, .

En un sistema no comovil con el fluido, el material se movera con una velocidad radial
w, por lo tanto, una transformacién de Lorentz nos permitird escribir la cuadri-velocidad en
este nuevo sistema de referencia Una transformacién de Lorentz, sobre la cuadri-velocidad,
es una transformacion de la forma:

u, = L(—w), i, (2.27)

por lo tanto:
u, =71, —w,0,0), (2.28)

N|—=

donde 7 es el factor de Lorentz v = (1 — w?)" 2.
El espacio-tiempo plano, en coordenadas cartesianas, se describe por un tensor métrico
de la forma

ds® = dr? — da® — dy?* — dz*. (2.29)

Los elementos métricos (2.7) y (2.29) se relacionan a través de la transformacion

dr =e"dt, de=e dr, dy=rdf, dz=rsenfdo, (2.30)
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aqui v y A se consideran constantes por el hecho de que ésta es una trasformacién local de
coordenadas.
Una transformacion local de coordenadas sobre (2.28) permite expresar la cuadi-velocidad

en coordenadas curvilineas
_ vV 5
u, =Ny, (2.31)

donde la matriz A}, se puede hallar a partir de (2.30). Con esta transformacién resulta que
la cuadi-velocidad queda como

u, =(e’, —we*, 0,0), (2.32)

A partir de las ecuaciones (2.7) y (2.32), las cantidades cineméticas que resultan son las
siguientes:

e [(1 - w?) <2 “ 4w+ ).\e(’\*")> +o + ww@(/\w)]

o — T , (2.33)
(1 —w?) [V’ + w/.\e(k_”)} + ww' + we?Y)
Ar = — (1 2)2 ) (234>
—w
a = —weNa,, (2.35)
2 [(1 - w?) (% —wv — )'\e()‘_”)> — W — wwet )
Orpr — 3 (1 ~ w2)5/2 s (236)
Oy = w2 62(V ) Orr (2 7)
o = —we Mo, (2.38)
2
ooy = —%(1 —w)e Do, (2.39)
o = sen’(f) ogg ., 2.40
el
T = 0. (2.41)

La velocidad de la materia en las coordenadas de Schwarzschild puede escribirse a partir

de las ecuaciones (2.30):

d
d_: =we N (2.42)

donde es la velocidad coordenada.

2.3. Descripcién de la materia

En Relatividad General, las distribuciones de materia se representan por un tensor de
energfa-impulso, 7},,. Este tensor es un objeto matematico que contiene el conjunto de varia-
bles fisicas que permiten hacer una descripcion macroscépica de una distribucién continua
de materia. En el caso de un fluido perfecto, es decir, un medio material pascaliano donde
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no existen ni viscosidad ni propagacién de radiacién, el tensor de energia-impulso se puede
escribir de la siguiente manera:

T, = (p+ P)uyu, — Py, , (2.43)

donde p es la densidad de masa-energia, P la presién isétropa o densidad de momento y
U, la cuadri-velocidad del fluido. El tensor de materia 7), debe satisfacer la ecuacién de
movimiento
™., =0. (2.44)

Para los efectos de considerar un escenario mas rico desde el punto de vista astrofisico, el
tensor de energia-impulso se supondra de manera tal que permita describir un medio material
con anisotropia en la presion, y en el que ademas existe disipacion de energia a través de un
flujo radial de radiacién en forma de calor.

Para un observador en un sistema de referencia comévil, y local de Minkowski, con el
material, el tensor de energia-impulso es el siguiente:

T#y - (P + PL)IALHZALV — Pin;w + (P — Pi)@,u@z/ + fuﬂu + fua,u ) (245)

donde P es la presion en la direccion radial, P| la presion en la direccion tangencial, 7, el
tensor métrico de Minkowski, f,, el campo de radiaciéon y donde:

d, = (1,0,0,0) = 6%, 9, =(0,1,0,0)=03,, f.=-q(0,1,0,0)=—q0,, (2.46)

con ¢ como la cantidad que describe la densidad de flujo de radiacién.
El tensor de energia-impulso en un sistema de coordenadas inmévil respecto a las coor-
denadas de Minkowski se obtiene, como ya vimos, a través de la transformacién de Lorentz:

Tw =1L} ij’wg . Por lo tanto resulta que:
T;w = (:0 + PJ_)'IT[,H'ITI,V - PJ_n;w + (P - PJ_)T_};ﬂ_}u + fuﬂu + fuau ) (2'47>
donde: B
ﬂ,u :7(17_("}707 O) ) E,u :7(_("}71’07 O) ) fu = —Q”y(—w,l,0,0). (248)

El tensor de energfa-impulso para la métrica (2.7), es decir, bajo una transformacién de
la forma: 7T}, = AZ Al‘iT,ﬂ; , es:

T;w = (p + PL)UuUu - PLg;w + (P - PL)'UMUV + f,uuu + fuuu ) (249)
con:
w, = y(e”, —we™, 0, 0), wv,="y(we", —er, 0, 0), fu=qy(we”, —er, 0, 0). (2.50)

Al introducir el tensor de energia-impulso (2.49) en las ecuaciones de Einstein (2.9)-(2.12)
resulta el siguiente conjunto de ecuaciones:

1 e 1 p+ w?P + 2wq
— 2N —=| = 8 2.51
72 + r [ r} g { 1 — w2 1 ) ( )
N P s Do+ 20 (2.52)
—_— ]/ —_ = —_ .
r? r r m 1 — w? ’

2 P 1+ w?

r l-w
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. . N—
e |:>\ + A% — D/\] + e [—V — V" UN = (V)| =81 P, (2.54)
r

Es de hacer notar que es posible despejar de manera algebraica las variables fisicas p,
P, P, y q de las ecuaciones (2.51)-(2.54), de manera que un sistema equivalente al anterior
resulta ser:

e (2r1 — e + 1) w? + drwde” T — e (1 — 2rX) + 1

_ 2.55
P 812 (1 — w?) ’ (2.55)
P _ e A N 22 _q 2.56

- p—4ﬂr2[7’( — V) +e — ], (2.56)
wip+P 1 —w?) Ae” (Y
g = 2 2)—( ) —, (2.57)
l1+w drr (1 + w?)
6_2 ) —2)\ N — 9
. _ _ - /! I/ _ /
T [)\+>\ VA} - { — VN = (V) } . (2.58)

Por lo tanto, la estructura de una esfera relativista estard determinada tanto por las
funciones de la métrica v y A\ como por las variables fisicas: p, P, P,, ¢y w.

Por otra parte, el cdlculo de T, = 0 para el tensor de materia (2.49) resulta en la
siguiente ecuacion:

32 15— i = dmre® [_ (1) + (1§~ 1) v/ + 2 (13 - T;)] | (2.59)

Esta iltima ecuacion es una generalizacion de la ecuacién de equilibrio hidrostatico o ecuacién
de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV). A pesar de que las ecuaciones que surgen de (2.59)
no agregan ningun tipo de informacion adicional, las expresiones obtenidas a partir de esta
ecuaciéon se pueden, en algunos casos, manipular o integrar de manera mas sencilla que las
propias ecuaciones de Einstein.

2.4. Condiciones de acoplamiento

Para estudiar la evolucién de la configuracion de materia, es necesario poder acoplar las
soluciones interior y exterior de las ecuaciones de Einstein sobre la superficie de la distribu-
cion, que representa la separacion de los espacio-tiempos involucrados. De esta manera se
evita que las variables hidrodinamicas presenten comportamientos singulares sobre la region
de separacion y ademas se garantiza que las soluciones describan ambos espacio-tiempos: el
interior y el exterior. Darmois [40] establecié las condiciones necesarias y suficientes para el
acoplamiento de dos regiones del espacio-tiempo. Estas condiciones estipulan ogue si la regiéon
interior M (7 con métrica gflb)( °), y la regién exterior M), con métrica gab (z9), se unen
sobre una 3-superficie de separacién con métrica inducida

ds* = dr* — R?(7) dQ?, (2.60)

y de coordenadas (' = (7,0, ¢), entonces, las condiciones necesarias y suficientes para que
exista un acoplamiento entre ambos espacio-tiempo son:
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1. Que la primera forma fundamental, o curvatura intrinseca, de ambas métricas sea
continua a través de la superficie S:

9] = o] - (2.61)

2. Que la segunda forma fundamental, o curvatura extrinseca, de ambas métricas sea
continua a través de la superficie S:

(+) _ o)
K = K, (2.62)

donde

0?z° Oz® Ox®
K = ™ | 4T, = 2.63
i Te aCZaC] + ab agz agj ) ( )
con ngi) como las componentes de las normales a S,
&) =+ 05 - (2.64)
(g“bc‘?a S 0 S)§
Para acoplar la métrica interior (2.7), en coordenadas (t, 7,0, ¢),
ds{ = g2 — 2NN dr? — 2402 (2.65)
con la métrica exterior de Vaidya [41], en coordenadas (U, R, ©, ®),
2M (U)
sty = [1 - } dU? + 2dUdR — r*d)? (2.66)

es necesario escribir una expresion para la métrica inducida en la superficie S en cada una
de los espacio-tiempos involucrados.
Las ecuaciones de la superficie S se pueden escribir como

r—ry(t) = 0, en M), (2.67)
R — R,(U) 0, en MW, (2.68)

Por lo tanto, para la métrica inducida (2.65), sobre la superficie se tiene

dry\?
ds%_) = [eQ” — e < c;t ) ] dt* — r2dQ? . (2.69)

De la misma manera para (2.66)

2M (U dR,
dst,) = [(1 - R( )) +2 dU] dU? — R2dD?. (2.70)
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Exigir la continuidad de la primera forma fundamental en la superficie S es exigir que

9213 1
e — e (‘Z;) ] dt = [(1 — MQU)) +2‘f£s] du , (2.71)

R(r) = R,(T)=r,(u). (2.72)

Utilizando la transformacion de coordenadas que permite pasar de las coordenadas de
radiaciéon (U, R, O, ®) a las coordenadas de Schwarzschild (t,r, 6, ¢) [42]:

dR
dt = dU + m€_2ﬁ, (273)
R
dr = dR, (2.74)
dd = do, (2.75)
dp = do, (2.76)
se obtiene aU ) y
r
— =1 —F—. (2.77)
dt (1— 2y dt
Al evaluar esta 1ltima expresion en la superficie resulta
dU} 1 drs
—— =1- ——, (2.78)
[dt . (1—-324) dt
pero utilizando (2.74)
drs dRsdU
= — 2.79
dt avu dt’ ( )

el resultado es el siguiente

dUu 2M 2M\ | dR,]
] 0w 07wl =
Con (2.80), la condicién sobre la igualdad de la primera forma fundamental (2.71) se
puede escribir de la siguiente manera
|2y (2.81)
Ry, ) 7

oM dR. 1> oM\ ? dR,\> _dR
2vs 1_ S . 1_ — 25 S 2 S
‘ K &)*dU] ( RS> [e ) " au

la cual se satisface si

e = 11— (2.82)

e = (1 — QM)l . (2.83)
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En lugar de calcular las componentes para las cantidades de la segunda forma funda-
mental, una manera equivalente de acoplar ambas métricas, es exigir la continuidad de las
ecuaciones (2.82) y (2.83) y de la continuidad del flujo radial de momento a través de la
superficie S [43], es decir,

[T en’] " = [T en?]™ (2.84)
donde ely es el siguiente vector unitario:
ety = e */*[1,0,0,0], (2.85)
u . dR
€(+) = U |:1, @,0,0:| . (286)

aqui, el punto indica derivada respecto a 7.

Si se considera el tensor de materia para un fluido anisétropo, de densidad de energia
p, presion radial P, presion tangencial P, y con conduccién de calor definido a través del
vector flujo de calor f,, (fof® = —q?*), donde q es la densidad del flujo de radiacién:

T = (p+ PL)uguy — Pigay + (P — PL)ngny + fouy + foug, (2.87)

con 1, como un vector tipo espacio, y donde

Ug = €"26% . ng =M, fo=—qna, (2.88)
y para el exterior
T = —4%2%525,?, (2.89)
entonces, las cantidades M) calculadas a partir de la ecuacién (2.64) son las siguientes
ney = —e?00,1,0,0], (2.90)
ny = U {1, — (1 — 224 + %) ,0,0} , (2.91)

por lo tanto, la igualdad (2.84) resulta en:

U? dM
ATrR2 dU -

8mqs = (2.92)

Para que las variables fisicas que aparecen en el tensor de energia-impulso no presenten
comportamientos singulares en la superficie se puede exigir lo siguiente [44]

a, b1 (=) a, b](+)
[Town™ "] = [Twn™n"] ", (2.93)
lo cual nos lleva al siguiente resultado:

U2 dM

SelPl = —Tmrar

(2.94)
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Por lo tanto, la presion en la superficie es distinta de cero y serd igual a la densidad de
energfa por conduccién de calor [43]

lal, = [P, - (2.95)

En resumen, las condiciones necesarias y suficientes para acoplar las métricas (2.65) y
(2.66) sobre la superficie de separacion S se satisfacen si se cumplen las ecuaciones (2.71),
(2.72), (2.92) y (2.94) (o de manera equivalente (2.95)).

2.5. Aceptabilidad fisica y condiciones de energia

Cuando se quiere resolver el conjunto de ecuaciones de Einstein, en el caso de distri-
buciones de materia acotadas, muchas veces se recurre a hipdtesis simplificadoras. Estas
simplificaciones pueden llevar a soluciones con un pobre contacto con situaciones fisicas
reales, es decir, muchas veces las soluciones describen situaciones no fisicas. Es entonces ne-
cesario establecer un conjunto minimo de condiciones de aceptabilidad sobre las soluciones
para establecer si éstas tienen sentido fisico o no [45]. El conjunto de condiciones se puede
resumir de la manera siguiente:

= La densidad debe ser positiva y su gradiente debe ser negativo dentro de la distribucién
de materia.
dp

p>0 y E<0' (2.96)

Adicionalmente, también estableceremos que:

= La presion radial debe ser positiva y su gradiente debe ser negativo

0P
P>0 — < 0. 2.97
> y oo (2.97)
» La velocidad del sonido debe ser menor que c.
oP
vli= — <1. (2.98)
I

Ahora bien, el problema de verificar las condiciones de energia esta estrechamente rela-
cionado con el problema de autovalores del tensor de energia-impulso [36]

TP v = AP, (2.99)

donde v® es el autovector correspondiente al autovalor A. La ecuacién caracteristica para la
ecuacion de autovalores anterior es

| TP — X6 | =0, (2.100)

de manera que los autovalores A son las raices de la ecuacion caracteristica.
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Con la expresién para el tensor de energia-impulso (2.87) y la ecuacién (2.100) se tienen
los siguientes autovalores A

1
N = zlo—P+Al (2.101)
1
o = P, (2.103)
\s = —P,, (2.104)

donde
1/2
A=[(p+P)* —4g]'"?.
Por lo tanto, una de las condiciones que debe ser tomada en cuenta es que la cantidad
subradical de la expresion para A sea mayor que cero, es decir

(2.105)

p+P>2q. (2.106)

Kolassis, Santos y Tsoubelis [45] investigan las condiciones de energia para fluidos im-
perfectos y para el caso de fluidos anisétropos genéricos se tiene que la Condicién de Energia
Débil se cumple si y sélo si, ademds de (2.106), se satisface

p—P+A>0. (2.107)
La Condicién de Energia Dominante es satisfecha si y sélo si, ademéds de (2.106), se cumplen

p—P > 0, (2.108)
p—P—2P . +A > 0. (2.109)

Finalmente, la Condicién de Energia Fuerte es satisfecha si y solo si, ademés de (2.106), se
cumple también
2P, +A>0. (2.110)

2.6. Simetrias en Relatividad General

En Relatividad General se define una simetria geométrica, o colineacién, a una relacion
de la forma
£Q=E, (2.111)

donde £¢ es el operador derivada de Lie en la direccién del campo vectorial £*. Al vector
&% se le denomina vector de colineacién o de simetria. El objeto €2 puede ser alguna de las
cantidades que aparecen en las ecuaciones de Einstein (2.1), o cantidades derivadas de ellas,
como: Gap, Rap v I'%c. El tensor E debe tener la misma simetria en los indices que 2.

Los diferentes tipos de simetrias, se definen a través de las propiedades de invariancia de
los campos tensoriales fundamentales de la teorfa, y pueden ser los siguientes [46]
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1. Colineaciones de Ricci: L R, =0 .

2. Colineaciones de Curvatura: £¢R}. ;=0 .

3. Colineaciones Proyectivas de Weyl: £ Wy, =0 .
4. Colineaciones Afines: £ JI%. =0 .

5. Colineaciones Conformes: £¢gu = 2¢ga -

En el caso del tensor métrico, se definen las isometrias como un grupo de transformaciones
que dejan invariante la forma de g bajo un cambio de coordenadas: z* — z#, es decir,

Jab(2") = Gap(x") . (2.112)
De la ley de transformacién
dz¢ 0z
(") = 3—=57 Gea(") , 2.113
Gab (") 02 Db Gea(2") ( )

de (2.112), de considerar una transformacién de coordenadas infinitesimal, £* = 2%+ a&*(x*),
con o < 1, y tomando en cuenta sélo los términos hasta primer orden en «, se llega a la
ecuacion: [47]

a¢* o¢* 9Get
b+ Gea— + &° =0. 2.114
Jabg e+ a5+ 50 ( )
Como &, = gup€?, de la expresion (2.114) se obtiene la ecuacién de Killing
aga afb
— =210, =0, 2.115
al’b + Oxa f ba ( )

la cual se puede escribir de una forma méas compacta como:
Eap +Epa = 0. (2.116)

Los vectores de Killing (£) generan el grupo de isometrias que dejan la forma de la métrica
invariante. El problema de hallar las isometrias de un espacio-tiempo se reduce al problema
de encontrar todos los vectores de Killing para un tensor métrico dado.

En particular, el campo gravitacional es simétricamente esférico, si y sélo si, existen tres
vectores de Killing linealmente independientes que satisfacen [3]

[éaa fb] = Eabc fc ) (2117)

donde €4, es un tensor completamente antisimétrico y con €193 = 1. En coordenadas esféricas,
estos vectores resultan ser

& = sen¢ 0y + cotf cos ¢ 0y, (2.118)
& = —cos ¢Jy+ cotlsen ¢y, (2.119)
§& = —0s. (2.120)
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A través de las ecuaciones de Killing se llega al espacio métrico con simetria esférica mas
general, que es el espacio-tiempo descrito por la ecuacién (2.7) [48].

Es posible también estudiar como se reflejan algunas de estas simetrias en los campos
fisicos descritos por el tensor de energia-impulso. Mason y Tsamparlis [49] hacen referencia
a esta propiedad, conocida como herencia de simetria. Maartens, Mason y Tsamparlis [50]
definen la herencia de simetria a través de la existencia de simetrias conformes si el fluido
representado por el tensor de energia-impulso permite la siguiente correspondencia entre las
lineas de flujo del fluido

Leu® = —p(at)u 4+ 0, (2.121)

para un vector £* paralelo a la cuadrivelocidad u®, y donde v® es un vector tipo-espacio
ortogonal a u® (v*u, = 0). En [51] se estudian las consecuencias que pueden aparecer so-
bre la ecuacion de estado. Estos estudios muestran una clara vinculacion entre simetrias e
hidrodinamica.

2.6.1. Simetrias conformes

Existe la posibilidad de extraer soluciones analiticas de las ecuaciones de Einstein bajo la
hipotesis adicional de que el espacio-tiempo admite un grupo uniparamétrico de movimientos
conformes. Este argumento simplificador ha permitido hallar soluciones en otras circunstan-
cias (Ver: [51] - [54]) y por lo tanto resulta sugestivo considerar esta posibilidad en el caso
de fluidos no locales.

Una transformacién conforme es una aplicacion entre espacios métricos que representa
un cambio de escala local. Si M y M son dos espacio-tiempos relacionados por una trans-
formacién conforme, entonces

Gab = €""gay . (2.122)
Si el espacio-tiempo admite una simetria conforme y si el factor conforme ¥(z*) es una
constante, la transformacién (2.122) se conoce con el nombre de transformacién de auto-
similaridad, o una isometria en el caso en que W(z*) sea igual a cero.

La transformacién infinitesimal, 2% — z* + £*(z*), define una Colineacién Conforme, si

existe un campo vectorial £*(xz*) que satisface

££gab = ga;b + gb;a = 1/1(I“)gab, (2-123)

donde 1) (x*) es una funcién escalar.
Las ecuaciones (2.123) tienen como solucién un conjunto de r vectores &, ("), con
k =1,..,r, llamados Vectores de Killing Conformes (VKC), los cuales definen un grupo de
simetria o de invariancia r-paramétrico.
En general, los VKC no dejan invariante el tensor de Ricci, pero preservan el tensor de
Weyl
LeC%ge =0, (2.124)

donde:

1 1
C’abcd = Rabcd + 5 (gad Rcb + Gbe Rda — Gac Rdb — Gbd Rca) + 6 (gac 9db — gadgcb) R. (2125)
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En el caso con simetria esférica, es de decir, a partir de (2.7), se puede demostrar que
la componente diferente de cero del tensor de Weyl, se puede escribir en términos de Cg’ 56-
Esto es:

3

r
6

T
W = ¢
= §OG¢9_

) L N1 1
|:[)\2—l)/\+)\i|6_2y+|:V//\/—V”—V,2+V A —_}6—2A+_

2 r2
(2.126)
Las ecuaciones (2.124) constituyen el conjunto de condiciones de integrabilidad de las
ecuaciones (2.123).
Toda Colineaciéon Conforme debe también satisfacer:

r T

£§Fgc = 5l?¢;c + 53@/&1) - gbcgadw;d 5 (2.127)
LeRap = —gal —2¢.a, (2.128)
£eR = —600¢ — 20R, (2.129)

donde O es el operador laplaciano definido por: () = g1,

Algunos casos particulares son los siguientes: £* se denomina un Vector de Killing Confor-
me Especial (VKCE) si 1., = 0. Un Vector de Killing Homotécico o una Homotecia (VKH)
si 9., = 0. Un Vector de Killing (VK) si ¢ = 0.

En cuanto al nimero de VKC de un espacio métrico se pueden senalar los siguientes
teoremas [55]:

Teorema 1 El conjunto de VKC que un espacio-tiempo admite, forma un algebra de
Lie. La dimensién méxima del dlgebra para variedades de dimensién n es: 3 (n+1) (n + 2).
Cuando este numero maximo es alcanzado, el espacio-tiempo se dice que es conformemente
plano, o lo que es equivalente a que C}.;, = 0.

Teorema 2 La dimension maxima del dlgebra de Lie de los VKC para un espacio-tiempo
que no es conformemente plano es 7.



Capitulo 3

Ecuaciones de estado para materia
ultradensa

Nuestro principal problema es el de resolver el sistema representado por las ecuaciones
de Einstein dentro de un medio material y, por lo general, se tienen mas incoégnitas que ecua-
ciones. Resulta necesario suministrar algin tipo de informacién adicional sobre la naturaleza
del medio material en estudio y la manera mas simple de suministrar esta informacién es a
través de una ecuacién de estado.

Las ecuaciones de estado son ecuaciones que relacionan variables como la presiéon y la
densidad y, de manera general, pueden ser ecuaciones que expresan de forma explicita pro-
piedades microscopicas del material a través de su estado termodinamico o ecuaciones que
expresan las propiedades de la materia a través de su respuesta a interacciones de gran escala
como la gravedad, la rotacién del fluido o campos electromagnéticos.

Existe una gran incertidumbre en cuanto al conocimiento de una ecuacién de estado
que permita describir las propiedades de la materia a densidades mayores que la densidad
nuclear (~ 2,48 x 10* gr/ cm3), esto se debe a nuestra incapacidad para verificar los procesos
microscopicos de la materia nuclear a densidades tan altas [3]-[7].

Sin embargo, una enorme cantidad de trabajos se han realizado para investigar y proponer
ecuaciones de estado de manera tal que se pueden considerar, en términos generales, algunas
propiedades importantes de los objetos compactos como lo es la existencia de por lo menos dos
regimenes principales de alta densidad. A medida que los nucleones se van confinando dentro
del ntcleo, todavia la contribucién que aportan a la presion total en la estrella es despreciable
comparada con la presion ejercida por los electrones degenerados, se va alcanzando una
densidad limite en la cual el niicleo comienza a desintegrarse. Cuando se traspasa este umbral
en la densidad comienza lo que se llama un “goteo de neutrones” y esto origina la formacion
de un “gas de neutrones”. La ecuacién de estado propuesta por Baym, Pethick y Sutherland,
ecuacién BPS [56], sugiere que esta densidad critica ocurre aproximadamente en Pgoteo ~
4 x 10 gm em™3. Este valor permite hacer una distincién entre una ecuacién de estado para
densidades menores a pgoteo, que caracteriza el interior de objetos del tipo de las estrellas
enanas blancas, y densidades mayores a pgoteo, que caracteriza el interior de objetos del tipo
de las estrellas de neutrones.

25
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Por otro lado, se han desarrollado muchos modelos para describir la materia ultradensa
desde aproximaciones no relativistas, esto se ha hecho considerando las interacciones entre
nucleones como potenciales que se ajustan a los datos obtenidos del scatering para sistemas
nucleén-nucleén. Estas teorias, basadas en potenciales para sistemas de muchos cuerpos,
tienen el gran problema de que violan la causalidad cuando la velocidad del sonido dentro
de la materia alcanza valores mayores a la velocidad de la luz. Sin embargo, logran predecir
valores bastante aceptables para la masa maxima de las estrellas de neutrones asi como
también valores aceptables para sus radios.

Como existe una gran incertidumbre sobre las propiedades de la materia ultradensa,
resulta razonable tratar de hacer un estudio de la materia nuclear utilizando todas las he-
rramientas disponibles a través de las leyes fisicas y dentro del marco de la teoria de la
Relatividad General. La aproximacién mas simple que se puede hacer para tratar de esta-
blecer una ecuacién de estado es la de suponer la materia como un gas de fermiones libres:
protones, neutrones y electrones que no interactian entre si. En este caso, la materia se
encuentra en el régimen donde p < pgoteo ¥ practicamente lo que se tiene es un gas de elec-
trones. Estos electrones se pueden tratar en la aproximacién de un gas ideal de fermiones,
como se muestra a continuacion.

3.1. El método de la mecanica estadistica

Este primer ejercicio para el calculo de una ecuacion de estado para un gas de fermiones
permitird fijar algunas ideas e introducir la notacién necesaria para un estudio posterior. En
lo que sigue se considera un medio material compuesto de un gas idealizado de protones,
neutrones y electrones en equilibrio. El equilibrio es debido al hecho de que el gas ha alcanzado
su estado base fundamental: todos los estados cuanticos para los protones y electrones estan
ocupados, lo que significa que el gas se encuentra en su estado de energia mas bajo permitido,
el gas se dice que es degenerado y a esta energia se le denomina la energia de Fermi. Por
otro lado, como el niimero bariénico es conservado, la densidad barionica puede ser utilizada
como variable independiente en la ecuacion de estado, y a pesar de que las diferentes especies
de bariones podran transformarse de alguna manera, también se supondrda que no existe
variacién en la carga baridnica, es decir, el gas sera eléctricamente neutro.

En fisica estadistica la descripcién de un gas se realiza definiendo primero que todo un
espacio de fase de dimension 6, donde las particulas se caracterizan por sus coordendas
y sus respectivos momentos. En este sentido, es viable definir una funciéon de distribucion
f = f(x,p,t) que represente el nimero de particulas, que en un tiempo ¢, se encuentren
dentro de un volumen d*z y posean un momento dentro del espacio de momento d*p. Esto
significa que si contamos el nimero de puntos en el elemento de volumen d*z d®p el resultado
por definicién es f(z,p,t) d3z d3p. Si se quiere cubrir todo el espacio de fase podemos hacer
la aproximacion

S fwp ) dodpx [ dady. (3.1)
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La densidad numérica para cada especie en este espacio de fase se puede escribir como

n= %/f(m,p, t) d®p, (3.2)

donde A3 es el volumen de una celda en el espacio de fase (h = 27h es la constante de Plank)
y ¢ es el nimero de estados de una particula para algin valor de momento p dado (peso
estadistico). Para fermiones ( = 2.

Para un gas ideal de Fermi en equilibrio, la funcién f tiene la forma:

1
donde k es la constante de Boltzmann, p el potencial quimico y
E = (p2 + m2)1/2 , M = masa en reposo. (3.4)

El momento p de la particula y el nimero de onda k se relacionan, como es sabido,
por p = hk, pero como estamos utilizando unidades geometrizadas, h = ¢ = 1, podemos
referirnos a k£ como el momento.

Para fermiones completamente degenerados la temperatura se considera mucho menor
que la energia de Fermi, de manera que Er = p

1 E<Ep

ecEr—Giny” s} ESE

En este sentido, se puede decir que lo que tenemos es un gas de fermiones a temperatura
cero, donde los fermiones ocupan todos los estados posibles con momento £k < kp.
La densidad de energia se puede escribir de la siguiente manera

<

25 E f(z,p,t)d%k. (3.5)

p=

La presion isétropa, o el flujo de momento donde la velocidad es v = k/E, viene dada por:

3h3/ f(z,p,t) k. (3.6)

Al integrar, en coordenadas esféricas, se obtiene que los fermiones contribuyen a la den-
sidad bariénica, a la densidad de energia y a la presién de la siguiente manera:

2 k:F 1 kF
™ 0 0
2 k‘F 1 kr
b= [Tt P ean= L[ @) P @)
(2m)" Jo ™ Jo

1 2 [ k> I
P = ——/ Ar————kdk = — / ————dk. (3.9)
oo ( o

3(27T 3 k‘2+m2)1/2 372 2 —i—m2)1/2
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Las diferentes integrales que aparecen en las ecuaciones anteriores tienen solucién analitica,
por lo tanto, la ecuacion de estado resulta ser:

k,3
1 1 1 pw+k
_ 2= 2m?) — 2ot (PR 11
1 5) 3 w+k
P — (2= 2m2) + St (A0 12

donde p = (k% + m2)1/ % es la energia de Fermi o potencial quimico y kr el momento de
Fermi. En principio es posible eliminar kr de las ecuaciones anteriores de manera tal que es
posible obtener p(n) y P(n).

La ecuacién de estado para un gas ideal de Fermi permite dos importantes correcciones,
una de ellas es la incorporacion del decaimiento beta inverso y la otra debida a interacciones
electrostaticas. En BPS se encuentra que al incorporar estas correcciones aparece una densi-
dad critica a partir de la cual se produce lo que se denomina un goteo de neutrones, es decir,
los nicleos se desintegran y se forma un gas de neutrones. La ecuacién de estado BPS sugiere
que la densidad a partir de la cual comienza el goteo de neutrones es pyoeo ~ 4 x 10 gem ™.
Se puede hablar entonces de dos regimenes de alta densidad, en uno (p < 4 x 10! gem™3)
todos los nucleones estan confinados y su presion es despreciable a la de los electrones dege-
nerados, y otro (p > 4x 10" gecm™3) donde la presencia de neutrones libres es tan importante
que pasan a suministrar un mayor aporte a la presién que la de los electrones.

3.2. El método de la teoria de campos

En la literatura se puede encontrar una gran cantidad de trabajos donde se desarrollan
métodos de teoria de campos para modelar las propiedades de equilibrio de materia ultraden-
sa. Desde el punto de vista de esta teoria, el sistema se describe por bariones que interactiian
a través de campos escalares y vectoriales.

En la teoria de campos en lugar de especificar las propiedades de la materia a través
de un tensor del tipo T%(z?), la descripcién se realiza con un conjunto de N objetos
O1(z%), pa(x%), ..., o (z®). Estos campos son los objetos primarios con los cuales se realiza la
descripcion cinematica de las propiedades fisicas de determinado sistema.

3.2.1. El modelo ¢ — w — p en la aproximacion del campo-medio
relativista

En lo que sigue se hace un resumen donde se muestran los pasos mas importantes para
la determinaciéon de la ecuacion de estado para estrellas de neutrones siguiendo el esquema
presentado por N. K. Glendenning (ver: [7]).

Consideremos los campos para las siguientes particulas: los nucleones (protones y neu-
trones), el mesén escalar o, el mesén vectorial w y el isovector p.
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El siguiente lagrangiano sera el que describe el sistema
£:£B+£g+/;p+£)\, (3.13)

donde:

7, ; a a 1 a
EB = Z 77Z)B (Z’Yaa —MB+ GoBO — GuB YaW — §ng YaT - P > wB s (314)
B

corresponde a los lagrangianos para los bariones y sus interacciones para los campos o,
w, p. La suma se lleva a cabo sobre todas las especies barionicas B, el octeto bariénico:
p,n, A, BT, 27 3% =7 =F. Las constantes de acoplamiento g,5, gus, g5 son cantidades a
determinar. El término %ng YaT - p*, donde T = (71, 72, 73) representa la matrices de Pauli,
corresponde al lagrangiano para la interaccion del campo p con el campo isospin de los
nucleones.

El siguiente se corresponde al lagrangiano tipo Klein-Gordon para los campos escalares
y vectoriales de los mesones o, w y sus interacciones con los bariones

(&za@“a — miaQ) — lwabw“b + 1m2

L, =
4 2"

waw” (3.15)

N —

El lagrangiano £, corresponde al mesén isovector p, con las constantes adimensionales,
By C, es:

1 1 1 1
L= =7 (Pa P™) + 515 (P P°) = 5B M (950)" = C (950)" - (3.16)

4 2 3
Finalmente, el lagrangiano que permite introducir los agentes necesarios para suministrar
la neutralidad en la carga del sistema, es decir los leptones (electrones y muones), se puede
escribir como:

ﬁA = Z QZ)\ (i”ya(?“ — m)\) w)\ . (317)
A

En la representacion de momentos, la ecuacion de Dirac para los bariones que se obtiene a
partir de (3.13) es:

1
Yk —mp + goB0 — GuBVaW” — §ng%T3P§ Yp(k) =0. (3.18)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange que se derivan de esta teoria se resuelven reemplazando
los campos de los mesones por sus valores medios para materia uniforme estatica (derivadas
espaciales y temporales son despreciadas), y las corrientes para los nucleones, por sus valores
esperados, esto significa que se lleva a cabo la siguiente sustitucién para los campos de
mesones: 0 — < 0 >, W, — < Wy >y Y1 — < Y1) >. Esta aproximacién, como ya lo
hemos mencionado, se denomina aproximacién para el campo medio, MFA por sus siglas
en inglés (mean-field approximation). Las ecuaciones de campo para los mesones quedan
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entonces como:
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m:<o> = Zg"B < Pth > —bmy, 95(950)° — cgo(950)* (3.19)
B

mi < pP>03 = ngBISB < @DT@Z) >, (320)
B

m2 <w>y = Zng <yl >, (3.21)
B

donde I35 es la componente 3 isospin por barién. La densidad de bariones (componente
temporal de la corriente bariénica conservada) se calcula a partir de

=< Pip >, (3.22)
y la densidad escalar a partir de B
ps =< Y > . (3.23)
La ecuacién de estado se determina a partir del tensor energia y momento canénico
oL
T = —gL + 3.24
2 50,5) 20
dando como resultado que la densidad de energia queda como:
1 1 VRN TSR ST 2 2
p=<Tp> = 3bmn(gg o) + Zc(gga) M0 Sy 5
2Jp+1
+ Z r + / VE2 4 (mp — g,p0)? k*dk
B
1
+ ZF/O /K2 4+ m2 k2dk, (3.25)
A
y la presién isétropa:
1 1 1 1 1 1
P = 3 < T > = —gbmn(gao)?’ - 10(900)4 - §m202 + 2m2w0 + 2mpp03
1 2Jp+1 kidk
3L
345 7T o Vk*+ (mp — gopo)?
| /’“ kdk
+ — —_— . (3.26)
’ ; ™o VR

La densidad de masa-energia y la presién son funciones de la densidad baridénica a través del
momento de Fermi kp para cada especie. Cuando la soluciones de las ecuaciones anteriores
(las cuales deben incluir también las condiciones para la neutralidad de la carga y el equilibrio
quimico) son obtenidas, es posible obtener una ecuacién de estado de la forma P = P(p), o
la inversa p = p(P).
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Las ecuaciones para la estructura estelar, las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff,
nos proveen una familia 1-paramétrica de modelos estelares. La integracién numérica de estas
ecuaciones se lleva a cabo hasta que la presién se hace cero para algin punto particular de
la coordenada radial r = r,. Este valor de la coordenada radial indica el borde exterior de
la estrella y la masa total M = M(ry). Por otro lado, al escoger diferentes valores para la
densidad central se puede determinar la masa limite permitida para una configuracion de
materia estable.

En 1985, Glendenenning [57] hace una extension del formalismo anterior para obtener
una ecuacién de estado de estrellas de hiperones. Estas estrellas son objetos en donde los
nucleones se convierten en hiperones, se estima que la poblaciéon de hiperones alcanza entre
un 15% — 20 % del total de bariones constituyentes del ntcleo estelar.

Debido a los enormes esfuerzos computacionales para incluir diferentes combinaciones de
densidades y temperaturas, resulta de gran interés estudiar la posibilidad de considerar ecua-
ciones de estado analiticas. Tales ecuaciones de estado son una herramienta efectiva porque
pemiten realizar simulaciones hidrodinamicas de manera rapida y su grado de aproximacion
a los modelos numéricos mas complejos se hace, por lo general, realizando un ajuste sobre
los parametros que se incorporan en estos modelos analiticos.

En la siguiente seccién se presentard y se discutira la aproximacion que se llevara a cabo
es este trabajo con el fin de estudiar la materia ultradensa, se propondra una ecuacién de
estado analitica dentro del marco de la teoria de la Relatividad General. Por otra parte,
una aplicacién de esta aproximacion analitica utilizando el formalismo del campo-medio
relativista anteriormente expuesto, se considerara en el capitulo 4.

3.3. Un método analitico: Ecuacion de Estado no Local

Las ecuaciones diferenciales que gobiernan la teoria de la Relatividad General contie-
nen un conjunto de consideraciones geométricas que tienen que ver con la estructura del
espacio-tiempo, estas consideraciones geométricas se basan en la idea de que el espacio y
el tiempo se pueden representar por una variedad riemanniana y la interaccién fundamen-
tal que existe entre la materia y la gravitacion. La relacion curvatura del espacio-tiempo y
materia se encuentra contenida en las famosas ecuaciones de Einstein, y desde un punto de
vista puramente matematico el problema se reduce al de encontrar el mayor niimero posible
de soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein.

Las soluciones exactas permiten establecer un camino para el entendimiento y descu-
brimiento de fenémenos relativistas, siendo una base conveniente para desarrollar métodos
perturbativos. También son una buena referencia para la verificacion de soluciones numeéricas.

Por otra parte, uno de los fenémenos astrofisicos més estudiados es el que tiene que ver
con la dindmica del colapso gravitacional. Al colapsar un objeto ultradenso se producen en
su interior una serie de efectos termodinamicos por el hecho de que el nicleo se vuelve opaco
al flujo de los neutrinos, trayendo como consecuencia una reduccién considerable de la lumi-
nosidad de la estrella. Para lograr una posible termalizacién, que posteriormente lleve a la
estrella a un nuevo estado de equilibrio, deben ocurrir en el interior del nicleo de la estrella
diferentes procesos de emision térmica y de neutronizacion. Esta mezcla tan particular de
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radiacién y materia da origen a efectos viscosos, ya que se produce un intercambio de mo-
mento entre las diferentes capas del material, incrementando inevitablemente la anisotropia
de la estrella.

A medida que el proceso de colapso avanza y la materia se hace més densa, es posible
que la densidad exceda de manera significativa la densidad nuclear de py ~ 2,0 x 10
gr cm ™3, el conocimiento de su estructura y su composicién se hace cada vez mds incierta.
El céalculo de la ecuacion de estado a densidades p > 2pg, lo que se conoce como el nicleo
interior de la estrella, se convierte en practicamente un desafio intelectual y tinicamente una
aproximacién teorica es posible ya que un escenario con estas caracteristicas es irreproducible
en un laboratorio terrestre. Las dificultades para obtener una ecuacion de estado son muchas,
ya que se necesita poder resolver el problema de muchos cuerpos para un sistema muy denso
con interacciones fuertes.

En 1939 Oppenheimer y Volkoff (y simultdneamente Tolman) calcularon por primera vez
un modelo de estrellas de neutrones usando una solucion exacta de las ecuaciones de equilibrio
hidrostatico en Relatividad General. Para tal fin, consideraron la ecuacion de estado de un
gas de Fermi de neutrones a temperatura cero para obtener una masa maxima de 0, 71 M.
Esta masa limite no era ni la mitad de la masa de Chandrasekhar para estrellas del tipo de
las enanas blancas.

El interés principal de este trabajo tiene que ver con la posibilidad de establecer una
descripcién para un medio material ultradenso desde un punto de vista netamente analitico,
es decir, sin recurrir a métodos niimericos en la mediada de lo posible. Este punto de vista
permitira el desarrollo de modelos de estrellas de neutrones e incluso seguir la evolucion de
posibles escenarios de colapso gravitacional. Bésicamente, el método consiste en suminis-
trar ad hoc una ecuacién de estado algebraica que presupone una relacién simple entre las
variables macroscépicas, como la densidad y presion.

La ecuacién de estado no local que se propone es la siguiente:

2 (" 2 Puw?
7 [p+ iy ] dr. (3.27)
0

P=p- = 1 —w?
A diferencia de la ecuacién (1.1), la ecuacion (3.27) es una generalizacién para el caso
dindmico, es decir, el fluido puede ser considerado como un medio material esférico que puede
radiar energia a medida que colapsa. El término de No Local tiene que ver con el hecho de
que en la ecuacién (3.27) existe un comportamiento que considera el efecto colectivo de las
variables fisicas p(r,t), P(r,t), q(r,t), w(r,t) sobre toda la distribucién de materia. Esto
significa que la presién radial P no sélo es una funcién de la densidad de masa-energia en
un punto, sino que existe un efecto adicional por medio de un funcional que toma en cuenta
las otras variables, incluyendo la misma presion, a través de toda la distribucion de materia.
Esto hace que (3.27) no sea una ecuaciéon de estado tradicional, en el sentido de que la
presion sea inicamente funcién de la densidad, en este caso, (3.27) podria ser denominada
una ecuaciéon de estado integral. Cuando se considera estaticidad (w = 0), (3.27) si resulta
en una ecuacién de estado del tipo P = P(p):

2 (",
P:p—ﬁ/opr2dr. (3.28)
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Ahora bien, se puede obtener una mayor comprensiéon fisica del significado de la no
localidad en la ecuacién (3.28) si ésta se reescribe de la siguiente forma:

PO =00) =30, eon (), = BT A

Claramente, el término no local representa la funcién densidad promedio (p), sobre el vo-
lumen contenido dentro de una esfera de radio r. Adicionalmente, la ecuacién (3.29) también
puede escribirse como

P(r) = 3p(r) + 5 [o(r) = {p(r))] = 3p(r) + 5 0, (3.30)

donde se ha utilizado el concepto estadistico de desviacién estdndar, o,, para el valor local
de la densidad de energia. Ademads, esta tltima ecuacion se puede escribir de la manera que
se muestra a continuacion.

P(r) =P(r) + 20p¢y donde : ) (3.31)
o = (50(r) — 5 (p),) = (P(r) = P(r)) .

Si en un punto particular dentro de la distribucién, el valor de la densidad p(r) se aproxima
a su valor promedio (p(r)), la ecuacién de estado para la materia se comporta de manera
similar a la ecuacién para un medio dominado por radiacién: P(r) =~ P(r) = £p(r).

Por otro lado, es ficil notar que la ecuacién (3.27) se puede reescribir como una ecuacién

diferencial:
p—3P+r(p —P)—4dwqg—[3p—P+r(p—P)w?=0. (3.32)

Utilizando las ecuaciones de campo (2.51)-(2.52) esta tltima queda de la siguiente forma:
[To" 43T, 47 (T + 10| (1-w?) =0, (3.33)

ecuacién que se puede escribir, gracias a las ecuaciones de Einstein, como
(Go® + 3G 47 (Go” + G1)'| (1-w?) =0, (3.34)

Al introducir el elemento métrico (2.7) en (3.34) se obtiene la siguiente ecuacién diferen-
cial de segundo orden

QN — V) +r (2 ANV =2 (NP + N — y") ~0, (3.35)
que puede integrarse formalmente para dar
v=A+k(t), (3.36)

donde k(t) es una funcién arbitraria.
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Con esta informacién el elemento métrico (2.7) queda de la siguiente forma:
ds® = e*e* dt* — e dr® — r* (df” + sen®0 d¢®) . (3.37)

Es claro que al proponer la ecuacién de estado no local (3.27) se logra suprimir una de
las funciones métricas, como se puede ver en (3.36).

La evolucion del colapso se obtiene directamente de las ecuaciones del campo gravitatorio,
que ahora resultan ser:

1 e 1 p+ w?P + 2wq
— 2N —=| = 8 3.38
r? * r [ r} i { 1—w? 1 ’ (3.:38)
1 e 1 P+ w?p + 2wq
— 2V + =] = -8 3.39
r2 r { + r} m [ 1 —w? } ’ ( )
2\ P 1+ w?
A g |Y (p+P)+q(l+w) e HR) (3.40)
r 1—w?
[(X - g—A) e X’] e = _87P. (3.41)
O si lo preferimos, y de manera equivalente, por las ecuaciones (2.55)-(2.58):
e 2 [(27’)\’ —e? 4 1) w2 —1+2r\ — 47‘&))'\6_5] +1
= 3.42
P 812 (1 — w?) ’ ( )
1—e 2
P = p——- 3.43
P (3.43)
w 1—w?\ e (2Am)
= - P)— 3.44
1 14 w? (p+P) (1+w2> 4ar (3-44)
6_2>\ . .
po= - [(A - m) e /\”] . (3.45)
8
Es facil ver que a partir de (3.43) se puede despejar la funcién masa
m(t,r) = g [1 — 6_2)‘} =213 (p— P) . (3.46)

Por otra parte, de las condiciones de acoplamiento es claro que la condicion sobre el inico
elemento métrico libre que queda es:

K=—2),. (3.47)

Esto significa que la fucién k(t) se encuentra intimamante ligada al potencial gravitacional

en la superficie de la estrella:
2M (t)

ro(t)

De la definicién de la velocidad en coordenadas de Schwarzschild (2.42) se obtiene que
para una situacion de colapso, con una EENL, resulta la siguiente relacién en la superficie:
dr|

dt|,

ef=1

(3.48)

Ts = wge”. (3.49)
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Otra caracteristica importante, y que se vera con mas detalle en los préximos capitulos,
tiene que ver con el hecho de que los modelos obtenidos al imponer una EENL resultan ser
de naturaleza anisétropa en la presion, es decir, P, # P.

Es bueno acotar que en el centro de simetria se tiene que:

h’r% =1 = h’r% e = e, (3.50)
Por la ecuacién (3.32) evaluada en r = 0, donde p(0) = p. y P(0) = P., resulta la siguiente
relacion entre la densidad central y la presién central.

pe = 3P.. (3.51)

Esto significa que en el centro la materia se comporta igual que un gas de Fermi relativista.

En los siguientes capitulos se estudiara el grado de aceptabilidad fisica de un medio
material altamente compacto cuando es representado por una EENL. En primer lugar, se
estudiara el caso estatico para considerar la posibilidad de generar soluciones de las ecua-
ciones de Einstein, y en segundo lugar, construyendo modelos para posibles escenarios de
colapso gravitacional. Algunas consideraciones simplificadoras seran tomadas en cuenta, co-
mo la condicién de que el fluido sea conformemente plano o que el espacio-tiempo admita
un grupo uniparamétrico de movimientos conformes.
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Capitulo 4

Solucliones exactas estaticas con una
EENL

Aun en las situaciones méds simples: simetria esférica, caso estatico y fluido perfecto, no
son muchas las soluciones exactas conocidas, y son pocas las que logran pasar las pruebas
mas elementales que tienen que ver con su relevancia o condiciones de aceptabilidad fisica.
En un comienzo solo un niimero pequeno de soluciones exactas fueron discutidas, y surgieron
de problemas fisicos altamente idealizados. Asi aparecieron las soluciones de: Schwarzschild,
Reissner y Nordstrom, Tolman, Friemann, Weyl y Kerr.

En cuanto a las técnicas mas utilizadas para buscar soluciones exactas se pueden senalar:
el uso de campos vectoriales y sus invariantes, la clasificacion algebraica del tensor de Weyl
(los tipos de Petrov), el método de las tétradas (las nulas de Newman y Penrose) y la
clasificacion del tensor de Ricci libre de traza (notacién de Segre y Plebariski).

Es importante considerar el hecho de que las soluciones de las ecuaciones de Einstein
deben ser regulares en el centro de simetria de la distribucion, y esto requiere abordar el
problema de existencia y unicidad a partir de un andlisis técnico sobre ecuaciones diferenciales
singulares. Rendall y Schmidt [58] muestran que dada una ecuacién de estado y un valor de
la presién central, existe entonces una tinica solucion global de las ecuaciones de Einstein
que representan un fluido estatico con simetria esférica.

En este capitulo se desarrolla un método para obtener soluciones exactas, estaticas,
anisotropas, con simetria esférica de las ecuaciones de Einstein. El método consiste en tomar
un perfil de densidad de una solucién exacta conocida y a partir de ella generar soluciones
estaticas no locales. La solucion utilizada como “ecuacién semilla’no tiene que correspon-
der necesariamente con una solucién para un fluido imperfecto, es decir, se tomaran de la
literatura algunas soluciones tanto para fluidos perfectos y no perfectos.

Esta forma algoritmica de generar soluciones a partir de la introducciéon de una funcion
conocida ha sido ampliamente utilizada en los tltimos anos, incluso, existe toda una colec-
cién de técenicas para generar soluciones basadas en esta estrategia [59]. En el caso de fluidos
anisotropos, por lo general, se requieren dos funciones “semilla” como funciones de entra-
da para el algoritmo, sin embargo, en el método propuesto en este trabajo tinicamente se
necesita suministrar una funcion de entrada. Debe quedar claro que si la funcién “semilla”

37
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se corresponde a una solucién de las ecuaciones de Einstein que se considera fisicamente
aceptable, porque es regular y satisface la condiciones de energia, dificilmente el algoritmo
garantiza que las funciones obtenidas sean razonables desde el punto de vista fisico.

En el caso estético, el elemento métrico (3.37) resulta ser el siguiente

ds® = e*e® dt* — e dr® — r* (d6? + sen®0 d¢*) (4.1)

donde A = A(r) y k es una constante.
Considerar el caso no dependiente del tiempo implica que la ecuacion de estado propuesta
(3.27) se reduce a una expresién con la siguiente forma:

P(r) = p(r) — = /0 " R(7) dr. (4.2)

Las ecuaciones de campo, que resultan del hecho de imponer la condicion de no localidad
son:

1—e 2 (1—=2r))

_ 43
p = : (4.3)
1—e 2

P = - 4.4
P (4.4)

)\// 6—2)\
P = . 4.5
+ 8w (4.5)

donde

m(r) =2rr®(p— P) . (4.6)

De la divergencia del tensor de energia-impulso T'*, = 0 se obtiene:

g:—(p+P)(%)+§(m—P). (4.7)

Es claro que en el caso isétropo, P, = P, esta ultima ecuacion es la ecuacién usual de
equilibrio hidrostatico, conocida también como la ecuacién de Tolman-Oppenheimer-Volkov
(TOV). Ha sido establecido [58]-[61] el hecho de que existe una tnica solucién global a (4.7)
que representa un fluido esféricamente simétrico en Relatividad General.

Es facil ver que al derivar (4.2) y con la ayuda de la ecuacion (4.6) se obtiene una ecuacién
para la presion tangencial

_(p) P wr(p+P)
SRR pery pay = (48)

Por otro lado, a partir de (4.4) y (4.5) se tiene que la condicién para fluido perfecto
resulta ser:

Po=P = XNri-2)N-14+*=0, (4.9)

lo que implica que en r = 0 se cumple que P. = P,..
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4.1. Sobre las condiciones de energia

Haciendo uso de excesivas suposiciones simplificadoras se ha obtenido una enorme canti-
dad de soluciones a la ecuacién diferencial (4.7), pero muchas de estas soluciones raramente
representan situaciones fisicas reales, es decir, son poco creibles fisicamente (dos interesantes
articulos sobre este tema son [62] y [63]). En lo que sigue, vamos a estudiar las condiciones de
energia para fluidos anisétropos y acotados con el fin de establecer las condiciones minimas
de aceptabilidad fisica para diferentes soluciones estaticas, con la imposicién adicional de
(4.2).

Al considerar configuraciones de materia finitas, es decir, distribuciones de materia aisla-
das en el sentido de que la presién se hace cero para algun valor finito del radio, es necesario
acoplar la solucién interior (4.1) con la solucién exterior de Schwarzschild para una distri-
bucién de masa total M

-1
ds® = (1 - %) dt? — (1 - ?) dr? —r2dQ?. (4.10)

Como se mostro en el Capitulo 2, de las condiciones de acoplamiento resulta que la presion
radial debe hacerse cero para algin valor del radio 7 = R. En el caso estdtico: P(R) =0y
m(R) = M. De la condicién P, = P(R) = 0 y de (4.6) es claro que: M = 27 R?p,, donde
ps = p(R).

Puede resultar conveniente escribir (4.3) - (4.5) en términos de la funcién masa, esto es:

m
m' 2m
" ) Lo 1o
grp, = 4 (mrg m) {mr m—1]. (4.13)
T T r—2m

Es necesario que el elemento métrico m(r) sea siempre finito, diferente de cero dentro de
la configuracion de materia y que tampoco cambie de signo. Esto implica que:

m(r) < g Vo (4.14)

Se ha demostrado [61] que para configuraciones de materia esféricas, estaticas y acotadas
la condicién: p + P + 2 P, > 0 implica la condicién anterior (4.14). Esta condicién
claramente asegura que el espacio-tiempo interior no contenga una regién de agujero negro.

A continuacién se establecen las condiciones de aceptabilidad fisica para fluidos anisétro-
pos, como en la seccién (2.5), pero ahora escritas en términos de la funcién masa.

1. La densidad debe ser definida positiva y su gradiente debe ser negativo en toda la
distribucién de materia. De manera trivial, de la ecuacién (4.6) y de su derivada se
obtiene

/ ap " 2m

p>0 = m >0 y — <0 = m
or r

(4.15)
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2. Las presiones radial y tangencial deben ser positivas. Por lo tanto, las ecuaciones (4.12)
y (4.13), conducen a

P>0 = m > — y (4.16)

PJ_EO = m”>—

2(m'r = m) {mlr " 1] . (4.17)

r—2m
3. El gradiente de la presién radial debe ser negativo. Esto es, derivando (4.12) se obtiene
oP dm’  6m

— <0 = "< - . 4.18
or — me= r 72 ( )

4. La velocidad del sonido debe ser menor que la velocidad de la luz, por lo tanto, de
(4.2) resulta

2=z o WSO. (4.19)
Op r ()

Debido al hecho de que el gradiente de la densidad debe ser negativo dentro de la esfera
de materia, el requisito de que la velocidad del sonido sea menor que ¢ conduce a que
p > 3 P, tanto para fluidos isétropos y anisétropos que contengan una EENL.

Ademas de las condiciones anteriores, también se deben satisfacer las Condiciones de
Energia Fuerte y las Condiciones de Energia Dominante, como se muestra a continuacion:

1. La traza del tensor energia-momento debe ser positiva: p4+P+2 P, > 0. Lo que implica
que de la Condicién de Energia Fuerte, de las ecuaciones (4.11), (4.12) y (4.13) resulta
lo siguiente:

2m’

lpr lon
PO 50 = > 2m  2(m'r —m) [mr m

- 1] . (4.20)

La Condiciéon de Energia Fuerte también implica que: p+ P > 0y p+ P, > 0, esto
significa que se deben satisfacer de manera simultéanea las siguientes condiciones

p+P>0 = wm>= y (4.21)

r 72 72 r—2m

(4.22)

/_
p+PL >0 = m'>-_ {mr m—1}
r—2m

2. La Condiciéon de Energia Dominante declara que la densidad debe ser mayor que la
presién. Utilizando las ecuaciones (4.11), (4.12) y (4.13) se obtiene

p>P = m>0 vy (4.23)

/_
p>P. = m'<ZL_ {mr m—q. (4.24)
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4.2. Método para obtener soluciones estaticas con una
EENL

En esta seccién presentaremos un método general para obtener soluciones estéaticas y
anisétropas, P # P, a partir de perfiles de densidades conocidos. Bésicamente el método
consiste en los pasos que se muestran a continuacién:

1. Se selecciona un perfil de densidad p(r) de una solucién estatica conocida. Entonces,
a partir de este perfil de densidad la funcién masa puede ser obtenida a través de la
ecuacion:

m(r) = 4r /07” pridr. (4.25)

Las condiciones de contorno implican la continuidad de las funciones que aparecen en
el elemento métrico, lo que permite que la masa total m(R) = M pueda ser calculada.

2. Se comprueba dénde y bajo qué circunstancias todas las condiciones de aceptabilidad
fisica y de energia, escritas en términos de la funciéon masa, son satisfechas. En otras
palabras, la funcion masa obtenida a partir del perfil de densidad debe satisfacer las
desigualdades (4.14) - (4.24) para valores particulares de los pardmetros fisicos que
caracterizan la configuracion.

3. El coeficiente métrico A(r) puede ser facilmente obtenido a partir de:

2m(r)

672)\ —1—

& A= —% In {1 - Qm(r)] . (4.26)

r

La segunda funcién métrica v(r) queda autométicamente determinada por

v=A+K, (4.27)

donde la constante k es: o
=In|l—-——]|. 4.28
k= 1In { I } ( )

4. Finalmante, las ecuaciones de Einstein (4.12) y (4.13) nos suministran las expresiones
para la presion radial y tangencial

1 [m 2m
P _ _ 42
4 [rz 3 } ’ (4.29)
L [m” 2(mr—m) (m'r—m
P = —|— -1 . 4.30
+ 8w [ r * 73 ( r—2m )1 (4:30)

5. Las diferentes constantes de integracion o parametros libres que puedan aparecer para
cada modelo en particular, se calculan a partir de las condiciones de acoplamiento en
la superficie: r = R, es decir, m(R) = M y P(R) = 0.
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Es importante recalcar el hecho de que P (x10% din em~?) |
para modelos no locales siempre se cum- ——

ple, por un lado, que en el centro de si- 5 | \
metria p. = 3F,, esto significa el medio
material, no presenta singularidades en 4 |
esa region, y por el otro, los modelos con
una EENL son de naturaleza anisétropa 3 .
para la presién.
Con el fin de aplicar el método anterior 2
se tomaran de la literatura cinco perfiles
de densidades de soluciones estaticas co- 1
nocidas (soluciones semillas). Las dos pri-
meras corr.esp.onden a soluc}ones anisétr(?— 0 - - - - )
pas y las siguientes a soluciones para flui- /R

dos perfectos. Todas estas soluciones son

fisicamente aceptables segin los criterios ~ Figura 4.1: Presion vs r: la solucién original de Ste-
mencionados anteriormente. wart (azul), y la solucién no local (rojo).

No Local

Stewart

4.2.1. Ejemplos de soluciones estaticas

Ejemplo 1: El primer ejemplo que vamos a considerar es tomado de la soluciéon propuesta
por B. W. Stewart [64], para describir configuraciones anisétropas conformemente planas. El
ejemplo 2 de ese trabajo consiste en presentar la siguiente distribucién de masa: (lamenta-
blemente el autor no cita ninguna fuente)

2m(r) = rtanh®*(Kr), (4.31)

donde K es una constante. La presion radial para este ejemplo resulta ser:

cr2—be2¥
R e e G R e A
P. = , 4.32
cr? + be?¢ 3 ( )
y la presién tangencial se obtiene a partir de
. om\’
A:PL—PT:—T 7"_3 . (433)

Las constantes ¢ y b se determinan por las condiciones de contorno y la funcién ¢ inte-

grando:
~1/2

¢ =r"'—(r* = 2mr) (4.34)

Para la funcién masa (4.31) se tiene que segun [64] una solucién de la ecuacién (4.34) es

> (Kr )2
_ ; o (4.35)
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La densidad de masa-energia que corres-
ponde a esta funcién masa se obtiene in-  vi/e
tegrando (4.11), lo cual resulta en lo si- 197
guiente:

No Local Stewart

0.8
tanh?(Kr) N 2 Ktanh(Kr)sech?(Kr)
p =

2 )
T r 0.6

con la subsecuente restriccién para el va- \
lor de la constante K: 04
KR 51,76, \

Si la constante K toma valores muy cerca-
nos a cero, esta solucion difiere ligeramen- 0 02 4 R, % 08 10
te de una solucién con densidad constante
[64]. La solucién por series de la ecuacién
diferencial (4.34) también se puede escri-
bir de la manera como se muestra a con-
tinuacion:

Figura 4.2: Velocidad del sonido radial al cuadrado
para la solucién original (Stewart) y la solucién no
local en funcién de 7.

¢ = —Chi(Kr) + In(Kr) + 7, (4.36)

donde Chi es el Coseno Integral Hiperbdlico y v la constante de Euler.
Para aplicar el algoritmo anteriormente expuesto, preferiblemente se reescribe la funcion
masa (4.31) de la manera equivalente siguiente:

r <62Kr - 1)2 1 <62Kr _ 1) (€4Kr + 8K7‘62KT _ 1)

5 €2K7“ + 1 P = 87_[_7_2 (GQKT + 1)3

(4.37)

m =

Por lo tanto, la presiéon radial y la presion tangencial para el caso de la teoria no local,
ecuaciones (4.29) y (4.30), son respectivamente:

1 1 — eZKr e4kr _ 8KT62K7~ -1 2K2 4Kr
pP= 2( ) ( - ) y P=—" (4.38)
8mr (1 + e2Kr) 7 [1 + e2Kr]
La constante K se puede determinar a partir de la condicién de contorno M = m(R):
1
1 1+ (32
K=—1n #)1 , (4.39)
2R 1— (242
R

como la presién debe ser cero en la superficie P(R) = 0 entonces se debe cumplir la siguiente

ecuacion trascendental:
MR _SKRe* R —1=0. (4.40)

En la Figura 4.1 se muestran los perfiles de presion tanto para el modelo original del
ejemplo 2 de Stewart como para el modelo no local.
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Es facil ver que la densidad es una cantidad finita en el centro

2

3K? 1 14 (20
Pe = = In G )1 (4.41)
KL STR2 1— ( 2M ) 3
R
En cuanto a las velocidades del sonido se tiene que en el centro de la distribucion:
3
Ve =12 = T (4.42)

Se puede apreciar en la Figura 4.2 que la velocidad del sonido radial en la esfera descrita por
la ecuacion de estado no local, es siempre mayor que la velocidad del sonido para la esfera
descrita por la ecuacion de estado local, esto se podria interpretar fisicamente diciendo que
la esfera no local es mas rigida que la local.

Ejemplo 2: El perfil de densidad de este segundo ejemplo es tomado de P.S. Florides
[65], que también corresponde a diferentes soluciones: la de Stewart [64] (ejemplo 4) y més
recientemente M. K. Gokhroo y A. L. Mehra [66]. La solucién de Gokhroo-Mehra, bajo
circunstancias particulares [67], da origen a una ecuacién de estado similar a la ecuacién
newtoniana para materia nuclear de Bethe-Borner-Sato [3, 4, 68]. Es bueno acotar que estas
soluciones son equivalentes a las soluciones del tipo Tolman VII donde e=2* = 1 — Ar? + Br4.

P (x10% din em™?) | vife

1.0+

0.6

No Local

Gokhroo&Mehra

No Local

Gokhroo&Mehra

04+

0 T T T T ! 0 T T
0 02 04 0.6 08 Lo 0 02 04
r,/Rg

T T 1
0.6 08 10
T'/Ru

Figura 4.3: Perfiles de presién: la solucién ori-
ginal (Gokhroo-Mehra en azul), y la solucién no
local, para diferentes valores de 7.

Figura 4.4: Velocidad del sonido radial al cua-
drado para la solucién original (Gokhroo-Mehra
en azul) y la solucién no local en funcién de r.

En [66] la funcién densidad-energia se toma como

2
p:po[l—Kﬁ} &

m

(4.43)

6

_ 8mpor? )
B 5 R2

3K 7“2}
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donde pg es la densidad central y K es una constante arbitraria que puede tomar valores
comprendidos entre cero y uno.
Las expresiones para la presién radial y tangencial segiin [66] son las siguientes:

P.=CEII", (4.44)

3KCar* r? [8w(C? 2nC pom Kr?
P =P+ —1I"+— =2 =t 4 B (- 4.45
ST R = R? = 7o )| (445)

donde oo = 87py/3, C' la presién central y n > 1. Con:

2m r?
=1- — I=1-—.
r? y R2

(1]

Estas tltimas variables no aparecen en el articulo original y son introducidas aqui para
simplificar los calculos.

KL H -2 -
Para aplicar nuestro algoritmo y obtener (xm:im ) [ Lol — Findhin
soluciones no locales a partir de densida- \
des conocidas, vamos a considerar que la 4
funcién densidad-energia es de la forma
(4.43): o
AN P (4.46)
p - 87T R2 I . 2 4
por lo tanto: A \
3 2
or 3K r
m="— |1 -S| . (447) .
6 5 R2 0 DI2 0‘4 0‘6 n!s l.ll]
f/'RU
Aqui 0 y K son constantes (0 < K < 1)
y la densidad central p, = %. Figura 4.5: Presion vs r: la solucién original (Finch-

Skea en rojo), y la solucién no local.

La presion radial (Figura 4.3) y tangencial, no locales, quadan entonces como:

o 9K r?
P = e {1 T TR } y (4.48)

0 180K*® —15R**K (18 + 01?) + 25R* (3 + 071?)
~ 1207 R? 5R? (3 —or?) + 30 Krt

Las condiciones de contorno en la superficie r = R, es decir: P(R) = 0y M = m(R),
conducen a que:

Py . (4.49)

9M
 8TR3’

)
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Las expresiones para las velocidades del sonido que resultan son:
5 3 9 6 R—3M
Us = ¢ y UstT 5T R

A diferencia del caso anterior, el modelo no local es méas rigido que el local pero tinicamente
en las zonas mas interiores de la esfera, ver Figura 4.4.

Esta solucién permite que a partir de las expresiones para la densidad y presion radial,
ecuaciones (4.46) y (4.48), se pueda escribir una ecuacién de estado de la forma P = P(p),
esto es:

(4.51)

p— g [p _ gpc} | (4.52)

Ejemplo 3: Otra solucién a estudiar es la solucién para fluidos perfectos presentada por
Finch-Skea [69]. Los autores muestran la solucién correcta de un ansatz propuesto por Duorah
y Ray (1987). Esta solucién también es una generalizacién de la solucién mostrada por
Durgapal y Bannerji en [70].

El perfil de densidad correspondiente a la

solucién que aparece en [69] es: Y
vi/e

. 2 1.0 -
Cl-K) 3+Cr Ny (4.53) ‘
8T (1+Cr?)

No Local

Finch&Skea

p =
0.8 4
donde C' y K son constantes. Para apli-
car el método descrito anteriormente, es  o0s-
preferible redefinir la ecuacién (4.53) de x
manera mas conveniente, eso es 044 \

3+0r?
p= ? ror 5 ) (4.54) o2+
241 (1 + Cr?) |
por lo tanto, . 02 04 r/Rq 06 08 10
3
or (4.55)

Figura 4.6: Velocidad del sonido radial al cuadrado

para la solucién original (Finch-Skea) y la solucién

donde la densidad central es obviamente 10 local en funcién de .
ag

pc:87r'

m:6(1+C’7‘2)7

La presion radial (Figura 4.5) y tangencial resultan ser:

o 1-Cr? o 3—=6Cr*+r*c—9r'C?*+3Cro)
= 5 y P, = 3 ,  (4.56)
247 (14 Cr?) 24w (3+3Cr2—r20)(1+Cr?)
Las condiciones de contorno en la superficie: P(R) =0y M = m(R) conducen a que
1 3M
C (4.57)

TR Y pc:27rR3'
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Las velocidades del sonido radial (Figura 4.6) y tangencial son

3_Cp? 279C — o
2 2 i
e 5{ C } (4.58)

Y la ecuacién de estado:

2pc p (12p —peF\/pe (24p+ pc)>
P= . (4.59)

2
(pc +\/pe (24p+ m))

Ejemplo 4: La solucion estatica isétropa de Tolman IV, la cual fue originalmente presen-
tada por R.C. Tolman en 1939 [71], es en algunos aspectos similar a la ecuacién de estado
para un gas de Fermi. Este mismo perfil es también encontrado como un caso particular de
una familia mds general de soluciones por Korkina [72] y Durgapal [73].

En [73] se propone el siguiente ansatz pa-
ra la funcién métrica v(r),

P (XIUM din m-z) |—NOLocal —Dnrgapni(n=l)|
6 o

e =A(1+0r?)", (4.60)

donde n es un pardmetro y A una cons-
tante de proporcionalidad. Es claro que ]
para n = 1 la funcién métrica v(r) coin- 3 4
cide con el ansatz utilizado para obtener
la solucién Tolman IV. Siguiendo el es- 2 4
quema de Durgapal, el ejemplo mostrado
aqui, corresponderd al caso n = 1 en [73] ' N
donde la densidad masa-energia es | Rt

0 T T T T 1
0 0.2 04

O [1-3K—-3Kr 2(1+Ku) r/Ro
- 87 1+2x (1+22)]"

0.6 08 1.0

p
Figura 4.7: Perfiles de presién: la solucién original

donde z = Cr2, con C' v K constantes a (Durgapal), y la solucién no local, para diferentes
determinar. valores de r.

Las ecuaciones de Einstein suministran la presién radial (Figura 4.7) y tangencial:

p_ C1-22—K((1+x+ 2%
8 (14 2z)°

(4.61)

~C (42" +62° + 102° + 7o — 1) K?x — (42" 4+ 242° + 192° + 40 + 1) K — 62° — 3z + 1
8 (1+22)°(1+2)(1+ Kz) '

La funcién masa

Py

m =

O3 {1 ~K(1+ CrQ)] (4.62)

2 142Cr?
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La densidad central viene dada por

3C

5 1—K). (4.63)

Pc =
La velocidades del sonido radial (Ver Figura 4.8) y la velocidad del sonido tangencial son

207 2 [K2+ K —
2 _ 3207 {+—5} (4.64)

- 2 — —
V=5 oo Uil = 5| T

Las constantes K y C son obtenidas, como en los casos anteriores, de las condiciones de
contorno M = m(R) y P(R) = 0 respectivamente, es decir,

QR M—3/M@R—7M 2+ K - VITI2K — 7K
\2/R< PR Ll Sl it TRT (4.65)

K =
4K R?

No Local

Ejemplo 5: El perfil de densidad para  vi/e
este tltimo ejemplo corresponde a una so- 107
lucién que fue originalemte propuesta por

M. Wyman [74]. Nuevamente, la misma 08+
solucién es encontrada en [72, 73, 75, 76]

y [77]. La funcién densidad, tal y como o6
aparece en [73] (n = 2), es la siguiente

Durgapal (n=1) |

04+

C K(3+52)
e SINCE R
T (143z)3 02
donde x = Cr% K y C son constantes.
La funcién masa es entonces la siguiente: ° 02 04 /R 06 08 10
0
CKr?

m= —=

_ (4.67) : ) : : .
9 (143 C"r’2)2 /3 Figura 4.8: Velocidad del sonido radial al cuadrado

vs r: Durgapal (n=1) en azul y la solucién no local.

El método aplicado al perfil de densidad (4.66) lleva a que la presién radial y tangencial
tengan la siguiente forma: (Ver Figura 4.9)

win

CK(@z-1)

CK (1+3x)3 (2> +4x — 1) + Kz (322 + 8z + 1)
87r(1+335)g '

, PL= ] 8 2
g (14 3z)3 |Kx+ (1+3x)3

(4.68)

Las velocidades del sonido radial (Ver Figura 4.10) y la velocidad del sonido tangencial en
el centro son:

, 13-Cr?

1
- = 21 ==l6+K]. 4.
US 5 1 CT,Q ) /USJ_‘C 5 [6 ] ( 69)
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No Local

P (x10* din em™?) | Durgapal (0=2) v e

6 10 =

No Local

Durgapal (a=2)|

0.8 1

s 4 " —\
04 4 \

021
! _4\ //
0 T T T T 1 0
0 02 04 0.6 08 1.0 0 02 04 0.6 08 1.0
1"/Rlil T‘/Ru

Figura 4.9: Perfiles de presién: la solucién ori-  Figura 4.10: Velocidad del sonido radial al cua-
ginal (Durgapal, n = 2), y la solucién no local, drado para la solucién original (Durgapal, n =
para diferentes valores de r. 2) y la solucién no local en funcién de r.

A través de las condiciones de contorno se obtiene entonces que

1 M
C=— K =—4v2—. 4.70
AR V2 (4.70)
La densidad central viene dada por
3CK 3v2M
P = — _3v2 M (4.71)
81 2r R3

4.2.2. Modelando esferas anisétropas

Los parametros: masa, M, en términos de masas solares M, M/R: el potencial gravita-
cional en la superficie, el corrimiento al rojo en la superficie z, la densidad en la superficie
pr v la densidad central p. que caracterizan las configuraciones de materia descritas en los
ejemplos anteriores, se resumen en la siguiente tabla:

Ecuacién de Estado | M/R | M (M) | z | pr x 10" (gr.em™?) | p. x10% (gr.cm™?)
Ejemplo 1 0.32 2.15 0.6 6.80 1.91
Ejemplo 2 0.40 2.71 1.2 8.57 1.93
Ejemplo 3 0.25 1.70 0.4 5.36 1.61
Ejemplo 4 0.25 1.70 0.4 5.36 2.00
Ejemplo 5 025 | 170 |04 5.36 2.03

Todo esos pardametros se han ajustado de manera tal que la funciéon masa satisfaga todas
las condiciones de aceptabilidad fisica y las condiciones de energia, para un objeto esférico
compacto de radio R = 10 Km. En el Apéndice A se muestra el conjunto completo de figuras
para los 5 ejemplos senalados aqui.
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4.3. Soluciones con P=0y P, =0

En esta seccién vamos a mostrar que es posible obtener soluciones fisicamente aceptables
para configuraciones de materia con una EENL para dos casos particulares extremos: la
primera haciendo la presion radial igual a cero, es decir, P, # 0y P = 0 y la segunda
haciendo la presion tangencial igual a cero, es decir, P, =0 and P # 0.

4.3.1. Casol: P=0y P, #0

El estudio de configuraciones de materia con presiones radiales nulas tiene tal vez sus
origenes en G. Lemaitre [14], A. Einstein [78] y P.S. Florides [65] quienes estudiaron el
caso para soluciones estaticas. Algunos modelos dindmicos fueron considerados también en
el pasado [16], [79]-[81] y de manera mds reciente en [82]-[85] donde hacen alguna relacién
con el hecho del surgimiento de singularidades desnudas. También se han estudiado modelos
conformemente planos con presiones radiales nulas [86].

De la ecuacion (4.12) es trivial darse cuenta que cuando P = 0 se obtiene

2m’  4m

=3 = m(r)=Cr (4.72)

Por lo tanto, la densidad y la presion tangencial pueden ser calculados para dar:

C C?
= — P=— 4.73
P=om ¥ T —20n) (4.73)
La constante C' puede ser obtenida de las condiciones de contorno
M

4.3.2. Caso2: PL=0y P+#0

La segunda solucién estatica con una EENL que vamos a estudiar es el caso en que
P, =0y P # 0. La razén para considerar esta suposicion se basa en el enorme esfuerzo
que se ha hecho para estudiar los efectos de campos magnéticos intensos (B 2 10 G) sobre
objetos astrofisicos extremadamente compactos ([17]-[20]).

Algunas observaciones parecen confirmar que las estrellas de neutrones recientemente
formadas con campos magnéticos muy fuertes (magnetar o magnetoestrella), pueden repre-
sentar fuentes andémalas de rayos X (X Ray pulsars) [19]. Uno de los efectos de la presencia
de campos magnéticos intensos sobre la ecuacién de estado para materia superdensa es el
hecho de que inducen presiones anisétropas locales [18, 20, 21], y es posible obtener casos
extremos donde la presion perpendicular a los campos magnéticos se hace cero. En nuestro
caso supondremos que la presion tangencial es cero en todas las direcciones. En este sentido
consideraremos que nuestra solucion estd inspirada en los modelos de magnetar.

Es claro que si P, = 0 la ecuacién (4.13) resulta en:

" 9 I I
m’ (m'r m)[mr m_1]207

(4.75)

r 73 r—2m
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la cual puede ser integrada para dar:
—— [1— e~%Cm+e] (4.76)

La densidad y la presién radial surgen entonces de las ecuaciones (4.11) y (4.12) respectiva-
mente

o—2(C1r+C2)
L — [2rCy — 14 62(01T+C2)] y (4.77)

o—2(C17+C2)
P=——[2rCi+1- X)) (4.78)

Las constantes ' y Cs se pueden obtener de las condiciones de contorno en r = R:
m(R) =M = C, = M y (4.79)
R(R—2M)

PR =0 = OQZ—R_%%m(HRQ_%) | (4.80)

Es importante mencionar que aunque la solucién (4.77) y (4.78) satisfacen las condiciones
de aceptabilidad fisica y las condiciones de energia, la funciéon masa (4.76) se hace negativa
en el nicleo de la distribucién, de la ecuacién (4.76) resulta que:

r=20
0 = (4.81)
r=202+ (£ -2)n(1-23)].

Por lo tanto, configuraciones de materia con una ecuacién de estado no local y con el agregado
de una presion tangencial nula resulta en una funcién masa que es negativa en el rango

siguiente:
R R M

y positiva en la regién:

§{2+<%—2) In (1—2%)} <r < R (4.83)

Esta situacion podria mostrarnos una aparente limitacion en la definicién de la funcién
masa de Schwarzschild (2.14) cuando se aplica a configuraciones de materia anisétropas.
Si se utiliza una definicién alternativa para la energia total dentro de una configuracién de
materia acotada, como la expresién de masa propuesta por Tolman-Whittaker ([87] y [88]):

mrw (1) = 47r/ r2eWIN/2(p — P — 2P ) dr = eV tV/2 (m +4mPr®) | (4.84)
0

entonces, para este modelo se tiene que
mow (r) = Cy 72, (4.85)

y de esta manera se excluye una aparente situacién de caracter no fisico.
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4.4. Solucién con la condicién Weyl cero
La condicién Weyl cero, ecuacién (2.126) caso estédtico, junto con la condicién no local,
resulta en la siguiente ecuacién diferencial
1 2
N4+ —=——=0 4.86
+5 -5 =0, (4.86)
cuya solucién es la siguiente
e = K [1+ctg® (A+ Kr)] , (4.87)

donde A y K son constantes que resultan de la integracién.

Como los elementos métricos deben ser

15 -3
regulares en el centro, entonces: p (X107 g em™)

lme* =1 = A=0. (4.88) 2 1

r—0

Por lo tanto, a partir de la ecuacién (4.87)

la funcién masa queda determinada 16
r sen? (Kr) ]
=—|1-— 4.
m(r) 5 [ 7022 } (4.89)

Por otro lado, de la condicién de contorno
M = m(R), se tiene que la constante K
debe satisfacer la siguiente ecuacién tras-
cendental:

T T T T 1
0.0 02 04 06 08 1.0
T'/Ru

2M

2 Figura 4.11: Perfil de densidad en funcién de r para
sen (KR) = KR 1—7 . (4.90)

el modelo no local con W =0

Las ecuaciones de campo resultan ser

p(r) = S;TQ [Sei(z(gr) - = I(?:{T) + 1} : (4.91)
P(r) = 87rlr2 [3se;2ffr) - l(?fm - 1} , (4.92)
Pur) = - P)= [1 - K(K)] (4.93)

La constante K se puede determinar directamente de las condiciones de contorno:

k- YrU—%) (4.94)

R
R—-2M
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P (x10% din em™2) vife
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Figura 4.12: Presién radial (rojo) y tangencial Figura 4.13: Velocidad del sonido al cuadrado
(azul) para diferentes valores de r. vs r: radial (rojo) y tangencial (azul).

Las densidades y presiones centrales resultan ser las siguientes:
K? K?
=limp=—, P.=P _.,=llmP=—. 4.95
pe=limp=——, P=P.=lmpP=_r (4.95)
La solucién estatica obtenida aqui, satisface por completo las condiciones de energia para
un objeto compacto tipico de radio R = 10 Km.
Los parametros: potencial gravitacional en la superficie M /R, la constante K, la masa
total M en términos de la masa solar M, el corrimiento al rojo en la superficie z, la densidad
central p. y la densidad en la superficie p,, son dados en la siguiente tabla.

| Mo | p=M/R| KM [ prx 10" (grem™) | p. x10” (grem™) | z |
12,68 ~0,396 |~ 0,79 | 8,49 \ 2,14 [ 1,19 |

En las figuras (4.11) y (4.12) se muestran los perfiles para la funciéon densidad masa-
energia y las presiones respectivamente correspondientes a los valores de los pardmetros de
la tabla anterior.

Por otro lado, la velocidad del sonido radial a través de la esfera es:

, OP (3 — K*r?)sen?® (K1) — 3Krsen (Kr) cos (Kr) (4.96)
v = — = : :
o 0p (1= K?r?)sen? (Kr) — 2Krsen (Kr) cos (Kr) + K?r?
cuando 7 — 0 entonces v, — 3/5.
La velocidad del sonido tangencial en el centro es:
2| = 0P, 1 —2sen? (Kr) + Krsen (Kr)cos (K1) + K*r? . (4.97)
stle ™ 9p  2(1 — K2r2)sen? (Kr) — 2Krsen (K1) cos (Kr) + K272

Y cuando 7 — 0 entonces v, — 1/5.



o4 CAPITULO 4. SOLUCIONES EXACTAS ESTATICAS CON UNA EENL

4.5. Ejemplos con ecuaciones de estado numéricas

Como se ha mencionado anteriormente, existe un esquema de trabajo para obtener ecua-
ciones de estado que esta construido sobre la teoria lagrangiana relativista de campos. Glen-
denning, en [57], suministra varias ecuaciones de estado utilizando la formulacién lagrangiana
para la interaccion de nucleones, hiperones y mesones, lo cual le permite investigar un gran
numero de propiedades sobre la constitucion de las estrellas de neutrones. Los modelos, o ca-
sos, que aparecen en ese articulo estan caracterizados por las diferentes especies de particulas
que conforman el nticleo de la estrella y los diferentes valores que puedan tomar las constantes
de acoplamiento.

Ahora bien, el método utilizado con anterioridad para las soluciones exactas también
puede ser aplicado al caso en que los perfiles de densidades no vienen dados como expresiones
analiticas, ya que los datos numéricos pueden ser ajustados utilizando alguna técnica de
ajuste de curvas (Curve-Flitting).

Los perfiles de densidad y presion obtenidos a partir de la teoria lagrangiana, por lo
general, vienen dados en funcién del niimero bariénico n en lugar del radio de la distribucion,
lo que significa que sera necesario adaptar estas ecuaciones a las ecuaciones para la teoria
no local donde las variables fisicas vienen expresadas en funcion de la variable 7.

Un método para adaptar estos modelos numéricos puede ser el siguiente:

1. Se seleccionan un conjunto de valores numéricos para la densidad p(n) y la presién
P(n) de una solucién estédtica numérica conocida.

2. A partir de algin método de interpolacién numérica se obtiene una expresién analitica
para la densidad y la presion radial, que denominaremos p;(n) y P;(n) respectivamente.

3. Se resuelve numéricamente el sistema conformado por las ecuaciones de equilibrio hi-
droestatico, pero en funcién del nimero bariénico n:

T = o+ R |y
d?—?j_: B 4”/7’2(”)/%(")01”» (4.99)

con condiciones iniciales n(0) = n. y m(0) = 0. n. es la densidad bariénica en el centro
de la distribucién. Una nueva interpolacion permite obtener entonces p;(r) y Pi(r).

4. Con el perfil de densidad p;(r) ya determinado es posible calcular la funcién presién
radial no local

Pnp(r) = pi(r) — z /rzpi(r)dr. (4.100)

r3
5. La presién tangencial se puede calcular de la siguiente manera

(rpi)  Pni mr2 (p; + Pyi)?
P = — . 4.101
+ 2 2 +]_—47T7"2(pi—PNL) ( )
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Figura 4.14: Perfiles de presion radial no local para diferentes valores del radio adimensional.

6. Se estudia la aceptabilidad fisica del modelo considerando las condiciones de energia.

En [57] el lagrangiano de la teorfa consiste de la suma de los lagrangianos para los
leptones, bariones y mesones libres, mas un lagrangiano de interaccion.

L = Z Vs (17.0" —MB + GoB 0 — GuB Vu") VB — GppPusJs
B

b LY L LI LL-Ulo)+ Y s (imu0" — ma) Uy, (4.102)
A=e",u~

Ver [57] para més detalles.

Una descripcion completa de una estrella de neutrones, incluyendo su superficie, debe
hacerse a través de una ecuacién de estado que incluya un amplio rango de densidades, desde
2 x 103 grem ™3 hasta 5 x 10! grem™3. La ecuacién de estado estudiada en los ejemplos que
se sefialan a continuacién incluye el rango de densidades de unos 2 x 10*® grem™ hasta
aproximadamente 5 x 10'® grem™3. En [57] se consideran 9 casos de estudio para diferentes
contenidos de particulas y diferentes valores de las constantes de acoplamiento de la teoria.
Consideraremos en este trabajo dos de esos casos.

Ejemplo 1: Caso 1 de [57]. En este ejemplo se toma como punto de partida el perfil
numérico de densidades que se muestra en la Tabla 1 (ver Apéndice B), que corresponde al
Caso 1 de [57]. Aqui el nicleo de la estrella es una mezcla de: bariones, leptones, hiperones y
mesones incluyendo una baja concentracién de piones negativos 7. En este caso se resuelve
el modelo de manera completa. Los demés casos que se estudian en [57] son casos particulares
del Caso 1.

Como ya se ha mencionado, para una ecuacién de estado, las ecuaciones de Tolman-
Oppenheimer-Volkoff tienen una tnica solucién que depende del valor de un sélo parametro
que caracteriza al medio material en el centro. Este parametro puede ser la densidad barionica
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Figura 4.15: Perfiles de presién tangencial para diferentes valores del radio adimensional

o la densidad de energia. A medida que la densidad central aumenta, la masa de la estrella
aumenta hasta alcanzar un valor maximo permitido, mas alla de este valor la estrella se hace
inestable. En este caso de estudio, la masa maxima alcanzada es M =~ 1,81 M, y corresponde

a un valor de la densidad central de p, ~ 2,4 x 10 grcm™3. El radio de la estrella obtenido
es de R~ 11,3 Km.

Ejemplo 2: Caso 2 de [57]. En este ejemplo se toma como punto de partida el perfil
numérico de densidades que se muestra en la Tabla 2 (ver Apéndice B), que corresponde al
Caso 2 de [57]. En este caso el niicleo de la estrella estd constituido de las mismas especies
que en el ejemplo anterior pero se elimina la poblacion de piones negativos 7~. Uno de los
efectos al eliminar los piones es que la masa méxima permitida es ahora de M ~ 2,15M), lo
que se corresponde a un valor de la densidad central de p, ~ 2,13 x 10 grcm 3.

Ahora bien, considerando una situaciéon donde no existe dependencia en el tiempo de
las variables fisicas y también simetria esférica, las caracteristicas fisicas de una estrella
de neutrones, tales como la masa, radio, la forma del perfil de densidad de energia y la
masa critica, pueden ser encontradas resolviendo las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-
Volkoff. Para una ecuacién de estado dada, las ecuaciones TOV determinan la manera como
la materia debe reacomodarse a si misma para mantener su equilibrio hidrostatico. En estos
objetos compactos, la mayor parte de su masa esta contenida en el nicleo de la estrella y su
conformacion se debe a materia altamente comprimida.

El interior de la estrella existe en la forma de un gas denso de hadrones y leptones, se cree
que la superficie o manto del niicleo esta conformada de una red de metales pesados altamente
ricos en neutrones inmersos en un gas de neutrones y electrones relativistas. La superficie
de la estrella esta constituida de metales menos pesados dentro de un gas de electrones. Es
claro que una descripcion completa de una estrella de neutrones implica acoplar ecuaciones
de estado diferentes, una para cada regiéon. En [57] se acopla la ecuacién de estado del
nicleo, Caso 1, con la ecuacién de estado tomada del trabajo de Negele y Vautherin (1973)
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Figura 4.16: Velocidad del sonido al cuadrado, no local, para diferentes valores del radio adimen-
sional.

que corresponde al manto que recubre al nicleo (1 x 10 grem™ < p < 2 x 10'3 grem™3).
La superficie exterior, se describe con la ecuacion de estado que fue tomada del trabajo de
Harrison y Wheeler (1965) (2 x 10° grem™ < p < 1 x 10! grem™3).

Por otro lado, la ecuacion de estado no local es una ecuacién que caracteriza la distribu-
cién de materia de manera completa, es decir, la ecuacién de estado se supone valida desde
r = 0 hasta la superficie en r = ry donde P(r;) = 0.

En la Figura 4.14 se muestran los perfiles de presion radial, no local, para los dos casos
considerados aqui. Los calculos conducen a esferas méas pequenas en radio, en comparacién
al modelo numérico original el cual tiene un radio de unos 11,3 Km. Para el Ejemplo 1, el
radio obtenido es de aproximadamente unos 6,9 Km y una masa total: M ~ 0,94M,. Para el
Ejemplo 2, el radio de la esfera es de unos 6,6 Km y la masa total M ~ 0, 77M,. La densidad
central para ambos ejemplos es de aproximadamente 2,35 x 10'® grecm 2. Recordemos que
la Unica diferencia entre los ejemplos 1 y 2 es que en el ejemplo 2 se suprime la poblacién de
piones condensados 7~ . Estas particulas son el resultado del decaimiento de los hiperones.

Las estrellas de neutrones no estan conformadas solamente por neutrones, sino méas bien
por materia hadrénica, y se podria decir que el material de estos objetos compactos es una
mezcla muy variada de diferentes especies baridnicas cuya composiciéon cambia continua-
mente a medida que la densidad bariénica aumenta. Se estima que la poblacién de bariones
consiste de un 65 % de neutrones, mientras que los protones y los hiperones existen en can-
tidades mds o menos parecidas del orden de un 18 % cada una. En el centro de la estrella la
poblacién es fundamentalmente de hiperones.

El efecto principal de tener una poblaciéon grande de hiperones se refleja en la masa
limite que puede tener la estrella y en lo que se denomina el ablandamiento de la ecuacién
de estado. El término ablandamiento tiene que ver con el grado de compresibilidad de la
materia. Una ecuacién de estado blanda (soft equation of state) tiene la caracteristica de que
describe un medio material que es mas facil de comprimir que el de una ecuacién de estado
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rigida (stiff equation of state). La relacion del tipo de ecuacion de estado con la masa limite
se fundamenta en que una ecuacion de estado rigida permite una mayor masa para sostener
el colapso gravitacional.

La Figura 4.15 permite observar el efecto de no tener una produccién de piones 7~ en la
presion tangencial y la Figura 4.16, los perfiles de la velocidad del sonido al cuadrado para
ambos casos.

Estos dos ejemplos considerados aqui, abren la posibilidad de incorporar soluciones
numéricas obtenidas dentro de esquemas de teorias de campo lagrangeanas para materia
hadrénica en el formalismo de las ecuaciones de campo no locales. Las condiciones de energia
y de aceptabilidad fisica fueron satisfechas convirtiendo a estos modelos, originalmente de
naturaleza isétropa en la presion, en modelos anisétropos no locales fisicamente aceptables.

4.6. Discusion

En este capitulo se han estudiado algunas soluciones estaticas, con simetria esférica y
anisotropas de las ecuaciones de Einstein para configuraciones de materia acotadas, es decir,
configuraciones de materia con una frontera perfectamente definida por un valor del radio
donde la presion se hace cero. Las soluciones consideradas aqui fueron obtenidas mediante
la suposicion de que satisfacen una EENL.

Estas soluciones se obtuvieron mediante un método sencillo que consiste en tomar como
punto de partida un perfil de densidad de alguna solucién conocida de las ecuaciones de
Einstein (solucién semilla), y mediante la ecuacién (4.2) obtener la funcién presién radial. La
presion tangencial resulta simplemente de considerar la ecuacion (4.5) o de una manipulacién
simple de las ecuaciones TOV.

Es importante senalar que la mayor parte de las soluciones exactas reportadas en la
literatura carecen de significado fisico, ya que no representan situaciones reales al violar
ciertas condiciones minimas de aceptabilidad como lo son la regularidad de las variables
fisicas en el centro de simetria o la de presentar velocidades del sonido mayores que la
velocidad de la luz (ver [62] y [63]). Las soluciones presentadas aqui satisfacen plenamente
las condiciones de energia, son regulares en el centro y pasan el conjunto de pruebas que
tienen que ver con su relevancia fisica, lo que permite ajustar de manera satisfactoria el
conjunto de parametros de cada ejemplo para modelar situaciones de interés astrofisico. Los
parametros se ajustaron de manera tal que representan un objeto compacto de radio 10,0
Km y masas comprendidas entre 1,7 < M < 2,8 masas solares.

Una propiedad adicional con respecto a la velocidad del sonido radial es que, para todos
los ejemplos considerados aqui, son funciones que disminuyen monétonamente con el radio,
salvo el ejemplo 2 donde la velocidad del sonido es constante dentro de toda la distribucion.
Por otro lado, si se interpreta el grado de rigidez de un modelo a partir de los perfiles de
la velocidad del sonido, se tiene que los modelos no locales tienden a ser mas rigidos, son
mas dificiles de comprimir que los modelos locales. Para los ejemplos 1 y 3 este fenémeno se
mantiene en toda la ditribucion, mientras que para los ejemplos restantes la rigidez disminuye
unicamente en las capas exteriores.

Otro punto que es importante mencionar es que todos las soluciones encontradas en este



4.6. DISCUSION 59

capitulo corresponden a soluciones anisétropas, independientemente de si la “solucion semi-
lla” corresponde a una solucion de fluido perfecto o no. Las soluciones no locales generadas
en los ejemplos 3, 4 y 5 corresponden a soluciones originales isétropas.

Dos situaciones extremas también fueron consideradas: P =0,P;, #0y P # 0, P, =0,
ambos casos satisfacen completamente las condiciones de energia para fluidos descritos por
una EENL.

Imponer una EENL y el requerimiento adicional de que la solucién tenga que ser con-
formemente plana, permite cerrar el sistema de las ecuaciones de campo por lo que estas dos
condiciones determinan de manera completa los coeficientes métricos. La solucién obtenida
aqui, ecuaciones (4.91)-(4.93), es en realidad la misma solucién reportada por Stewart B.W
en el ejemplo 1 de [64].

Finalmente, fue posible extender y probar el grado de factibilidad del método utilizado
para generar soluciones no locales analiticas a partir de soluciones numéricas provenientes
de la teoria lagrangeana de campos para nucleones, hiperones y mesones que interactian
dentro del esquema de lo que se conoce como aproximacion del campo medio. Por varias
razones, esta teoria resulta ser una excelente herramienta para modelar materia ultradensa:
es de naturaleza relativista, es decir satisface la condicién de causalidad, describe de manera
satisfactoria las propiedades de volumen (bulk properties) de la materia nuclear, predice la
apariciéon de las transiciones de fase debido a los cambios en la poblacion de los constitu-
yentes de la materia nuclear por condensacién de piones o el decaimiento de determinadas
particulas. Otra caracteristica importante de la teoria es que permite un buen estimado
para la masa maxima que puede llegar a tener una estrella de neutrones, estos valores de
masa son importantes a la hora de identificar posibles candidatos de estrellas que puedan
llegar a convertirse en agujeros negros. En [57] la masa méxima reportada para los modelos
considerados alli se encuentran en el estrecho rango de 1,79 < M < 1,98 masas solares.

En lo que concierne al método presentado en esta seccidon, las soluciones no locales ob-
tenidas utilizando las ecuaciones de estado numéricas, para fluido perfecto de [57], como
“soluciones semillas”, no pretende ir mas alla que el de estudiar la posibilidad de heredar
algunas caracteristicas de los modelos de la teoria de campos, ya que los dos casos mostrados
en la seccion 4.5 muestran la viabilidad de incorporar modelos para estrellas de neutrones
de la fisica de particulas y generar nuevas soluciones analiticas no locales.
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Capitulo 5

Familias de soluciones exactas

Por lo general, el procedimiento méas utilizado para encontrar soluciones exactas de las
ecuaciones de Einstein consiste en postular un tensor de materia, casi siempre en la forma de
fluido perfecto, en un sistema de coordenadas apropiado, de manera que se pueda integrar
el conjunto de ecuaciones de campo. Esta integracion, en la mayoria de los casos, se basa en
suponer alguna consideracion simplificadora o ansatz y de utilizar alguna ecuacién de estado
para el medio material en estudio, P = P(p). También es comun establecer condiciones
simplificadoras sobre las cantidades cinematicas, como por ejemplo, suponer que el tensor
de deformacién (shear) sea igual a cero.

Un ejemplo que permite mostrar como funcionan las consideraciones simplificadoras para
obtener una solucién analitica, se puede ver si nos vamos al caso estatico, y una situacion
donde el tensor energia-impulso corresponde al de un fluido perfecto. En el caso estatico,
las ecuaciones de campo (2.56) y (2.58) llevan a la siguiente ecuacién (conocida como la
Condicién de Fluido Perfecto)

)\'+V’+e2’\—1

P(r)y=P.(r) = V' +1°=VUN — =0. (5.1)
r r
Si se supone el siguiente ansatz para el elemento métrico v(r):
e” =a+br?, (5.2)

donde a y b son constantes. La condicién (5.1) se puede integrar para obtener de manera
inmediata que

o a + 2br? T oy
e = A —200 (a1 br?) = m(r)=-[1-€e?], (5.3)

con C' como una constante de integraciéon. Una vez que las dos funciones métricas estan

determinadas, las variables p(r) y P(r) se obtienen via las ecuaciones de campo, resultando
en este caso en las siguientes funciones

2r2 (1 4+ 6C72) b2 + (3 4+ 14Cr?) ab + 6Ca?
81 (2br? + a)

(1+6Cr*) b+ 2Ca

bir) = 8t (202 +a) (5:5)

61
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Las constantes se pueden calcular de manera sencilla porque esta solucién debe satisfacer
un par de condiciones de contorno en la superficie de la esfera donde r = R. Estas condiciones
son: m(R) = M y P(R) = 0. Ademds, se tiene la siguiente informacién adicional para el
obtener el resto de constantes:

3(b+2Ca)
c = 1, = - s .
p lim p(r) v (5.6)
b—2Ca
Pc prm— 1/ P = - .
lim P(r) = —— (5.7)

La suposicién utilizada aqui, ecuacién (5.2), tiene la gran ventaja de que no es necesario
integrar la ecuacion de equilibrio hidrostatico para buscar el valor del radio donde la presién
se hace cero. Con (5.2) se obtienen directamente las variables fisicas p y P. Esta solucién no
es mas que la bien conocida Solucién IV obtenida por R.C. Tolman [71].

5.1. El problema inverso

En vista de la dificultad de resolver las ecuaciones de Einstein resulta interesante plan-
tearse lo que se conoce como el problema inverso:

Si es dado un espacio-tiempo (M, g) en una variedad M y una métrica g, entonces,
;qué fluido, en el caso de que exista, podria generar (M, g) a través de las ecuaciones de
Einstein?

Este enfoque fue tratado por Ishak y Lake [89] para el caso de espacio-tiempos del tipo
warped. Un espacio-tiempo warped, clase B, es aquel que se puede descomponer como el
producto de dos espacios 2-dimensionales, esto es:

ds® = dss, (2!, 2%) + C(2")ds3, («°, z*) (5.8)

donde C(x7) = r(x!, 2?)?w(x3, 2*)2. Cuando Sig(¥;) = 0 y Sig(¥z) = 42 al espacio tiempo
se le denomina warped de la clase By, mientras que si Sig(¥;) = £2 y Sig(¥2) = 0 se le
denomina warped de la clase By [90].

Puede dar la impresién de que estos espacio-tiempos son muy particulares y restringidos,
pero en realidad todos los espacio-tiempos esféricos, planos e hiperbdlicos son warped tipo
Bl.

En [89] se muestra cémo una congruencia tipo tiempo, o flujo, para todo espacio-tiempo
warped tipo B estd completamente, y algoritmicamente, determinada por la condicion de
flujo cero. La determinacién de esta congruencia permite una interpretacién fenomenologi-
ca de un fluido material, via las ecuaciones de Einstein, directamente de la métrica y sin
importar el sistema de coordenadas seleccionado.

5.1.1. Condicién de flujo cero

Como ya se menciond, un espacio-tiempo warped tipo B; es aquel que se puede escribir
de la forma (5.8) [89]. Ahora bien, siempre serd posible hacer que:

dst, = a (dz')” + 2bda’da® + ¢ (dz?)”
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donde a,b y ¢ son funciones de (2!, z?).

A una congruencia de vectores tipo tiempo unitarios u® = (u!,u?,0,0) se le puede aso-
cilar un campo vectorial unitario n® normal a u® que satisface las siguientes condiciones:
n®u, = 0, n°n, = 1. Esto hace que n, = ¢ (2, 2?) (u?, —ut,0,0), donde 1 es un factor de
normalizacion.

Por la condicién de que u® es tipo tiempo resulta

wWCu, = —1=a (u1)2 +2bulu® + ¢ (u2)2 , u'>0. (5.9)
La condicién de flujo cero es la siguiente
GPung =0, (5.10)

donde G? es el tensor de Einstein. Por lo tanto, esta condicién implica que
Autu® = B (u!)* + C (u?)? =0, (5.11)

donde
A=GI-G2, B=G*, C=G), (5.12)

son funciones de (z!, 22, 23, 21) y se supondrd que no se hacen cero simultdnemante.

Se tiene entonces que la congruencia vendré determinada por las ecuaciones (5.9) y (5.11)
y no tiene por qué existir necesariamente. Es de hacer notar que el hecho de utilizar coorde-
nadas coméviles, esto es u? = 0, implica que B = 0 por (5.11).

Por ejemplo, si se considera un elemento métrico diagonal, entonces b = 0 en (5.9), esto
implica que a y ¢ tienen que tener signos diferentes. Si a < 0 ¢ > 0y Be = Ca, entonces:

1 1 A
N = Z|-=- 5.13
(w) 2 [ a A2a? +432ac} ’ ( )

! Aa ] (5.14)

u?)? = — {—1 +
(w) 2c VvV A2a? + 4B2%ac

Al imponer coordenadas coméviles, es decir u? = 0, resulta que B = C' = 0.
Si el espacio-tiempo se considera con la propiedad de tener simetria esférica, la variedad
se puede representar por una métrica de la forma:

ds* = ds3(t,r) — r*(t,r) (d6* + sen®(0) d¢?) . (5.15)

Aqui, y en lo que sigue, no se continuara con la signatura para la métrica que se plantea
en [89]. Volvemos a la signatura tomada originalmente en este trabajo donde u®u, = 1.

Una de las funciones fundamentales que se pueden asociar a la variedad es la masa
gravitacional m(t,r). Esta funcién, la masa de Misner, se determina a partir del tensor de
Riemann, ecuacién (2.16).

En un sistema comévil y considerando simetria esférica, el tensor de materia se puede
representar, como ya ha sido mencionado, por:

Ty = diag(p, =P, — P, —Py), (5.16)
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Ahora bien, existe la posibilidad de construir cuatro escalares independientes a partir del
conjunto {G%, u®, n,}. Estos escalares son: G8u®ng que es la condicién (5.10), G1 = GPuug,
G2 =GPnngy G = G2,

Con (5.16) resulta que:

G = 8r(p—P—-2P)), (5.17)
Gl = 8mp, (5.18)
G2 = 81P, (5.19)
~G+G1-G2 = 167P, . (5.20)

Es fécil ver que la condicién de fluido perfecto (ecuacién (5.1)), es, en términos de los
escalares mencionados aqui, equivalente a:

—G+G1-3G2=0, (5.21)

y la funcién masa
3

m(t,r) = 71“—2 3(G1—G2) - G| + g% , (5.22)

donde C 5 es el tensor de Weyl. De esta ultima expresion se deduce que si el espacio-tiempo
tiene la propiedad de ser conformemente plano, entonces:

3
mt,r) = % 3(G1-G2)—@] . (5.23)
5.1.2. Caso estatico y con simetria esférica
Consideremos una vez mas el elemento métrico en coordenadas de curvatura
ds®> = e dt* — e** dr® — r® (d6” + sen®0 d¢®) . (5.24)
donde v = v(r) y A = A(r). Si utilizamos el hecho de que

2
A 1 _ m(r)
T

)

de la condicién (5.21) se obtendra una expresién que contendra a las funciones m(r), v(r) y
derivadas hasta orden 2 de v(r):

r?(r=2m) [V — (V)] =/ [r =3m—+rm'] —rm +3m =0. (5.25)

De esta ecuacién diferencial se puede apreciar que, conocida m(r), se obtiene una ecuaciéon
de Riccati para v/(r), pero conociendo v(r) lo que resulta es una ecuacién lineal de primer
orden para m(r).

Es posible construir un procedimiento para obtener una familia de soluciones de las
ecuaciones de Einstein para el caso de fluido perfecto [91]. Dada la funcién v(r), entonces se
puede integrar para m(r):

Jo(r) e(r) dr+C

c(r)

: (5.26)

m(r)
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donde C es una constante y:

2r2 (V" + (V)?] = 3rv/ — 3

a(r) = T 1 , (5.27)
br) = T[T(V”;;(i’)l - (5.28)
o(r) = el (5.29)

Ahora bien, la funcién v(r) no es del todo arbitraria ya que debe cumplir con una serie
de requerimientos que eviten singularidades en los invariantes obtenidos a partir del tensor
de Riemann. Para un fluido perfecto, estatico y con simetria esférica, el hecho de que la
densidad central p. y la presiéon central P. sean finitas, garantiza que todas las cantidades
invariantes del tensor de Riemann sean regulares en el centro de simetria. Entonces, la funcién
v(r) debe ser una funcién mondtona creciente con un minimo regular en r = 0 y ademés
v(0) =0, '(0) =0, v"(0) = (3P. + p.) > 0 [91]. Por otro lado, para que el espacio-tiempo
represente una superficie regular en la superficie r = r, al acoplarse con el espacio-tiempo
de Schwarzschild, donde m(ry) = M, se debe cumplir: v/(rs) = M/(rs(rs — 2M)).

En resumen, se tiene que la funcién v(r) permite obtener, via la ecuacién (5.26), una
solucion exacta de las ecuaciones de Einstein regular en el centro para el caso de fluido per-
fecto y con simetria esférica. En [91] se propone un ejemplo para v(r), claramente inspirado
en (5.2):

2

1 T
y:—Nln(l—l——), N>1, (5.30)
2 «
donde N es un entero y oo una constante positiva.
Esta familia infinita de funciones cumple con los requisitos expuestos anteriormente para
diferentes valores de N, pero es particularmente interesante ver que la familia de funciones

(5.30) representan soluciones completamente distintas para los diferentes valores de N. De
hecho, para los primeros cinco valores de N se tienen las siguientes soluciones ya conocidas:

N = 1: Del tipo Tolman IV (Ecuacién (5.2) cona =1y b=1/«)
N = 2: Solucién donde m = Cr3/(3r? + a)?/?

N = 3: Heint Ila [92]

N = 4: Durg IV [73]

N =5: Durg V [73]

Una generalizacién de este método para soluciones diferentes a la de un fluido perfecto,
soluciones anisétropas, fue propuesto por Herrera, Ospino y Di Prisco en [93].



66 CAPITULO 5. FAMILIAS DE SOLUCIONES EXACTAS

5.2. Familias de soluciones exactas con una EENL

Se quiere explorar la factibilidad de la utilizar una ecuacién de estado no local pa-
ra obtener familias de soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein, considerando una
distribucion acotada de materia, anisotopa, estatica y con simetria esférica descrita por
Ty = diag (p, —P,—P,,—P, ), donde, p(r) es la densidad de energia, P(r) la presién radial
y P, (r) la presién tangencial.

Como ya fue mencionado, en el caso estético, el elemento métrico (3.37) resulta ser

ds® = e*e® dt* — e dr® — r? (d6? + sen®0 d¢?) (5.31)

donde A = A(1) y K es una constante.
Las ecuaciones de Einstein que se deducen a partir de (5.31) son

L—e 2 (1—=2r))

p = ) (5.32)
1—e 2
N e—2>\
PLo= S (5.34)

Nuevamente, con (5.32) y (5.33) resulta:
m(r) =2rr(p — P) . (5.35)
De las condiciones de acoplamiento se obtiene que la constante k es:

K=—2M\. (5.36)

5.3. Algoritmo para obtener familias de soluciones no
locales

A partir del método propuesto por Lake [91] para generar familias de soluciones exactas,
estaticas e isotropas de las ecuaciones de Einstein, al suministrar una de las funciones métri-
cas, se puede desarrollar un procedimiento similar para el caso de ecuaciones de estado no
locales. El método que se propone aqui consiste en los siguientes pasos:

» Suministrar una funcién métrica v(r) de la forma
v(ir)y=N®(r), N2>1, (5.37)

donde N es un entero, ®(r) una funcién que debe ser mondtona creciente con un
minimo regular en » = 0 y cumplir con un conjunto de condiciones de acoplamiento

91].
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p (%10' g em™3) P (x10* din cm™?)
§ .

0 0.2 0.4 0,6 0,8 1 0 0.2 0,4 0.5 0.8 1
r/Rg r/Rq

Figura 5.1: Densidad de energia para diferentes  Figura 5.2: Presién radial para diferentes valo-
valores de N, familia tipo Tolman IV. res de N, familia tipo Tolman IV.

= La otra funciéon métrica queda completamente determinada, ya que para satisfacer la
condicién de no localidad (3.36) se tiene que

Ar)=v(r)—k. (5.38)

» Y de las ecuaciones de Einstein (5.32) - (5.34) se obtienen

1—e 2 (1—2r)) 1 —e 2 N e2A
_ p—py_ -7 p _ . 5.39
P 8712 ’ P Arrz T 87 (5:39)
Para que P(R) = 0 se debe satisfacer la siguiente ecuacién para Agp = A(R)
2RNp +1 =7, (5.40)

La viabilidad del algoritmo anteriormente expuesto puede ser estudiado con los ejemplos
que se muestran a continuacién.

5.4. Familias de soluciones del tipo Tolman IV

Consideremos un caso mas general que el propuesto en [91], esto es:

1 2
v(r) = §N1n (a + %) , N>1, (5.41)

donde a y b son constantes.
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Figura 5.3: Perfil de anisotropia para diferentes  Figura 5.4: Masa vs densidad central para dife-
valores de N, familia tipo Tolman IV. rentes valores de NV, familia tipo Tolman IV.

Las ecuaciones (5.32) - (5.34) resultan en

) = L |labt r2) M — gb (Ve 4 pN e (2N — 1) (5.42)

P 8mr? (ab + TQ)(NJFl) ' :
p B 1 (ab + T2)(N+1) — bW D2 pN 28 (9N 4 1)
(r) T 82 (@b 12) ) : (5.43)
NbN (ab — r?) e**
Pulr) = : 5.44
1) 8 (ab + r2) N +?) (5.44)
La funcién masa 2
T e“r
=50 5.45
) 2 [ (ab+ TZ)N] (5:45)

Para que la funciones p y P no sean singulares en r = 0, se tiene que cumplir que
1
a=[e*]N . (5.46)

La condicién P(R) = 0 implica la siguiente ecuacién para b

bNe® [ab+ R*(2N +1)] = (ab+ R2)(N+1) :

(5.47)
Otra manera de ver la regularidad en el centro de estos modelos consiste en calcular la
densidad central, en este caso la densidad central es de la forma

3Ne2r
Pe = —mii - (5.48)
8rbe N F
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Al sustituir los valores de las constantes a y b en la expresién para m(R) = M, ecuacién

(5.45), se obtiene que
. 3N N
3N + 87 R?p, '

A continuacién se presentan varios casos para diferentes valores de N utilizando las
ecuaciones (5.46) y (5.47) para calcular las constantes a y b.

R

M=
2

Caso 1:
2K R2
N=1 = a=e™", bzeTn‘ (5.49)
Caso 2:
3+V17) R?
N=2 = a=¢€", b:ﬁ, (5.50)
4er
Caso 3:
N=3 = a=e*?,
R ([2 (19 + v353)] " + [64 (49 + v353)] " + V8192)
b= . (5.51)

6e2/3 (49 + 1/353) "/

Para N > 3 los célculos van a depender de la capacidad que se tenga para resolver
analiticamente la ecuacién (5.47). En todo caso, siempre es posible buscar una solucién
numérica para (5.47).

Es importante senalar nuevamente que, a pesar de que N = 1 corresponde a una solucion
tipo Tolman IV, en este caso lo que se obtiene es una solucién anisétropa y no local, y
las ecuaciones de estado que resultan para valores de N > 1 son ecuaciones de estado con
propiedades completamente diferentes.

En la siguiente tabla se muestran algunos valores numéricos correspondientes a un objeto
compacto de radio R = 10 Km. La relacion Masa-Radio se denota por .

| Modelo | | M(Mg) | a | b/M] pg x 10" (gr.em™) | p. x10% (gr.em™3) | 7 | |

N=1 |0,25 1,69 0,25 | 256 95,36 1,61 4/5
N=2 10,29 2,00 0,41 | 122 6,32 1,81 2/3
N=3 ]0,31 2,12 0,52 | 97 6,72 1,87 3/5

donde v%|. y v?,|. son las velocidades del sonido al cuadrado en el centro:

. 0P . 0P,
U§|c:}}j%a—p=5 y va\czlljﬁl)a—p- (5.52)
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Figura 5.5: Densidad de energia para diferentes  Figura 5.6: Presién radial para diferentes valo-
valores de N con W = 0, Caso 1. res de N con W = 0, Caso 1.

5.5. Familias de soluciones conformemente planas

Soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein, anisétropas y con la condicién del tensor
de Weyl igual a cero, fueron presentadas por Stewart B.W. en [64].
En el caso estatico y con simetria esférica esta condicién es la siguiente (ecuacién (2.126))

v=\ 1 1

W=0 = [|[/N-v -1+ e+ 5 =0. (5.53)
r r r
En [64] se define
(r)y=r""— (1 = 2mr) V2, (5.54)
como una condicién para que la funcién métrica
e (1) = 2@ (a + br26_2¢)2 , (5.55)

sea una solucion de (5.53). Las cantidades a y b son constantes a determinar por las condi-
ciones de contorno.

Resulta interesante notar que (5.54) se puede escribir de manera mas sencilla si se utiliza
la relacién que define la funcién masa: 2m = r(1 — e=2}), esto es

'(r) = % (1—¢), (5.56)

El método utilizado en [64] consiste en tomar algunas soluciones estaticas conocidas y
mediante la integracion de (5.54) obtener la otra funcién de la métrica. Es decir, conocida
m(r) se integra (5.54) para luego obtener la otra funcién métrica v(r). En ese trabajo se
estudian cuatro ejemplos de soluciones estaticas pero, lamentablemente, el autor no cita las
respectivas fuentes.

La parte critica de ese método consiste en poder integrar (5.54). De los cuatro ejemplos
mostrados en [64] dos de ellos tienen que ver con soluciones por series para ®(r).
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Figura 5.7: Presién tangencial para diferentes Figura 5.8: Masa vs densidad central para dife-
valores de N con W = 0, Caso 1. rentes valores de N con W = 0, Caso 1.

5.5.1. Caso 1

Consideremos el ejemplo 1 de [64] y tomemos la funcién masa mostrada alli

m(r) = g (1 - %) = A=In (Sen[f—;(rQ : (5.57)

donde K es una constante. Por lo tanto, de (5.56) se obtiene

O(r) = %Kr cot (%) +C, (5.58)

y para que e2®() =1 entonces C' = 0.

Por simplicidad, aqui haremos los siguientes cambios de variables

K K K?
f(r) = cot (TT) , = -5 1+ %), f'= -/ (1+ /%), (5.59)
de manera que (5.58) queda de la siguiente forma
O(r) = %Krf. (5.60)

Por lo tanto, la funcién métrica v(r) resulta ser

v(r) = In {K;f (H%)] _ (5.61)

Para que e?(9) = ¢2% se debe cumplir que a = e”.
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Figura 5.9: Densidad de energia para diferentes  Figura 5.10: Presién radial para diferentes va-
valores de N con W = 0, Caso 2. lores de N con W = 0, Caso 2.

Se quiere entonces estudiar la factibilidad de tomar la siguiente familia de métricas

K 4b
VU’):NIH[ ;f (CH—K?f?)] , cona=e'N, (5.62)
Las ecuaciones de campo que resultan de la condicién no local:
Krf 46 \1V
M) =1 { 2 <“ " K?f?ﬂ o o0

son las siguientes

1 {1_ _QA{l_ N[KfIL(2f — Kr(L+ %) +8rb(1+ f?)] H
sor? |- € K 311 ’
B 1— €f2>\ N 672)‘ 4D

Anr2 PL: - . DondeHEa_’_KTfQ'

p =

P = p

Para la funcién masa resulta:

m(r) = r [1 — 4N { ! TN (5.64)
2 Krfll
De la condiciéon P(R) = 0 es posible obtener la constante b:
. K2F?er/N [NKR(l +F?)— (2N +1—¢7"%) F} | (5.65)
4 NKR(1+F?)+(2N+1—-e")F

donde F' = cot (£E). De m(R) = M se obtiene

ARb = KF [2 — KRFe"*N] /2N, (5.66)
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Figura 5.11: Presién tangencial para diferentes  Figura 5.12: Masa vs densidad central para di-
valores de N con W = 0, Caso 2. ferentes valores de N con W = 0, Caso 2.

La combinacién de (5.65) y (5.66) resulta en la siguiente ecuacién trascendental para el
factor KR

N [1+ F?] 2KRFed — 1] = /N [L+ F2] [F? {4¢% 2N +1 - e=] + N} + N],
(5.67)
y una solucion numérica de esta tltima ecuacion permite obtener la constante K para dife-
rentes valores de N y del potencial gravitacional en la superficie e =1 — 2. Con el factor
K R determinado se obtiene b a partir de (5.65) o de (5.66).
La densidad central puede ser calculada para todo N.

NlQbe‘“/N — K2 .

. = 5.68
p or (5.68)
Al combinar esta ultima ecuacién con (5.64) evaluada en la superficie resulta:
R NKF 2N
M==|1-36" : 5.69
2 (R[NK2(3F2+1)—|—167rpc]) ] (5.69)
En la siguiente tabla se muestran algunos valores numéricos para un objeto compacto
de radio R = 10 Km y una relacién masa radio: x4 = 17/50, es decir, una masa total
M = 2,30 M y un corrimiento al rojo en la superficie zp = 0, 77.
| Modelo| a | bM? | KM | pg x 10" (gr.em™) | p. x10" (gr.em™) | o2 |, |
N=1 8/25 | =~ 0,029 | ~ 0,46 7,29 2,02 ~ 0,54
N=2 | 2v2/5 |~ 0,024 | =~ 0,28 7,29 1,98 ~ 0,50
N=3 [2/55Y3 ] ~0,018 |~ 0,17 7,29 1.97 ~ 0,49
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5.5.2. Caso 2

Un tratamiento completamente diferente a todo lo anterior consiste en imponer la con-
dicién de no localidad directamente en la ecuaciéon para W = 0, (5.53), esto es:

1 62)\
v=A+k —+ W=0 = )\/,+—2——2:O. (570)
r r
La solucion de esta ecuacion diferencial es
e = K*r* [1 + cot® (Kr + A)] = _ A 2 (5.71)
sen (Kr+ A)| "’ '

donde K y A son constantes que resultan de la integracion.

Es necesario que los elementos métricos sean funciones regulares en el origen, por lo tanto,
la constante A tiene que ser necesariamente igual a cero:

A=0 = lime*=1. (5.72)
r—0

Es claro que imponer otra condicion sobre los elementos métricos implica determinar por
completo el sistema de ecuaciones, y que la solucién obtenida en (5.71) es exactamente la
misma funciéon métrica del ejemplo 1 en [64], ecuacién (5.57).

En resumen, el par de funciones métricas

Kr v(r) Kre®

Ar) — 27 =
‘ sen(K) Y sen(Kr)’

(5.73)

representan soluciones estéticas (para fluidos no perfectos) no locales y conformemente planas
de las ecuaciones de Einstein.
Ahora bien, aplicar nuevamente el algoritmo significa hacer

Kre®
=NIn|————| . 5.74
v(r) " [sen(Kr)] (5.74)
Para que e = 1, se debe escribir
Kre~
Ar)=N1 — Nk.
(r) " [sen(Kr)] "
Las ecuaciones de campo resultantes son las siguientes
1 NEKrsen(2Kr)\ (sen(Kr)\*" L ]
= 2N —1— "1 5.75
o) 8mr? ( sen?(Kr) ) ( Krer AL BT)
1 NEKrsen(2Kr)\ [sen(Kr)\*Y ]
P = 2N +1— -1 5.76
(r) 8mr? ( * sen?(Kr) ) ( Krer ‘ » (576)
N [ K?*? sen(Kr)1*"
P = — —_— 2Nk 5.77
1(r) 8nr? | sen?(Kr) } { Kre~r } ‘ (5.77)
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Figura 5.13: Velocidad del sonido contra r para  Figura 5.14: Velocidad del sonido contra r para
diferentes valores de IV, familia tipo Tolman IV.  diferentes valores de NV, con W = 0, Caso 1.

La funcién masa
r sen(Kr)\ ™" Ly
=—|1—(——— " 5.78
m(r) 5 [ ( Kron ) e ) (5.78)
por lo tanto, en la superficie donde m(r) = M, se debe cumplir la siguiente identidad

K\ 2V .
(sefr;(R R)) N — ek = sen(KR) = KRel5) (5.79)
6’{

Para la otra condicién en la superficie, que es P(R) = 0, resulta

NKR sen(2KR)] [sen(KR)]™ ,y
2N +1— "—-1=0 5.80
[ N sen?(KR) } [ K Re* ‘ ’ (5.80)
pero por (5.79) se obtiene
NK 2K
on 41— NERSnQRR) o (5.81)

sen?( K R)

Un célculo sencillo muestra que la ecuacion anterior queda de la siguiente forma

(2N +1— e_")e(L)

cos(KR) = SN N, (5.82)
Por la siguiente identidad se puede determinar K:
2N +1—e")
sen?(KR) +cos?(KR) =1 = K?R?’= =) — N+ ") : (5.83)

4N?
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Esta expresion de K se debe introducir en la ecuacién trascendental (5.79) para asi obtener
numéricamente un valor de la relacion masa radio u, para los diferentes valores de V.
Se tiene entonces, que la densidad central resulta ser

B NK?
Y

pe (5.84)

La combinacién de esta tltima ecuacién con (5.78), evaluada en la superficie, resulta en

R N \" [2 -
R TPe
M = 5 1 (QWRQpC) <sen [ N R| cos ) : (5.85)

En la siguiente tabla se muestran algunos valores numéricos para un objeto compacto de
radio R = 10 Km.

21 pe

[Modelo | My, [ u=M/R| KM | pg x 10 (gr.em™) | p. x10" (gr.em™) [ v%,], |

N=1 [2,68] ~039 |~0,79 8,49 2,14 1/5
N=2 |2,54] ~0374 | ~0,52 8,05 2,07 14/45
N=3 |2,49| ~0368 |~ 042 7.90 2,05 12/35

Es claro que para valores de N diferentes a N = 1 no se satisface la ecuacién (5.70) y
para N > 1 lo que se tendrian entonces son familias de soluciones no locales pero con W = 0.
La soluciéon para N = 1 se estudié en detalle en el capitulo 4.

5.6. Discusion

En este capitulo se considerd el algoritmo propuesto por Lake [91], para generar un
conjunto de soluciones regulares, estaticas, con simetria esférica y de fluido perfecto de las
ecuaciones de Einstein. Basado en la posibilidad de escoger una de las funciones métricas
result6 posible generar soluciones no locales anisétropas. En [91] cada funcién fuente debe ser
una funcién monotona creciente con un minimo regular en r = 0, esta funcién al satisfacer
un conjunto de condiciones de frontera generard, via la ecuacién (5.26), un conjunto de
soluciones regulares en » = 0. El ntimero de funciones fuente puede ser infinito, con lo
cual el numero de soluciones generadas podria ser infinito, pero esto no garantiza que la
condicién de borde P, = 0 lleve a una ecuacién que pueda resolverse de manera exacta. Sin
embargo, es bueno acotar que el conjunto de soluciones obtenidas bajo este criterio resultan
ser fisicamente interesantes.

El método de [91] fue adaptado aqui de manera satisfactoria para generar conjuntos de
soluciones no locales. El primer ejemplo que se considerd fue la muy bien conocida solucién
de Tolman IV y tres casos fueron mostrados para diferentes valores de N. La solucién para
N = 1 corresponde a la soluciéon original del tipo Tolman IV, no local, pero para valores
de N > 1 las soluciones se corresponden a soluciones con caracteristicas completamente
diferentes, es decir, para cada valor de IV se tiene una ecuacion de estado no local diferente.
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Los perfiles de densidad y presion radial, para

2
. v/
diferentes valores de N pueden verse en las o/

figuras 5.1 y 5.2. En la Figura 5.3 se puede

apreciar un cambio de signo de la cantidad 0.65
P, — P a medida que N se hace méas grande.

Por otra parte, es muy frecuente el uso de los 0.
diagramas que representan la relaciéon entre
la masa total y la densidad central, Figura
5.4, para mostrar una serie de modelos de es-
trellas de neutrones. La masa es una funcién
que aumenta a medida que se incrementa la 045
densidad central hasta un valor maximo criti-

===
T
daro

0,55

co, es de esperar que mas alla de ese valor la e
estrella pase a ser inestable y pueda colap- r/Rq
sar [57]. Para las tres ecuaciones de estado

mostradas en la Figura 5.4 se tienen masas Figura 5.15: Velocidad del sonido contra r para
limites menores a 3,4 masas solares. diferentes valores de N, con W = 0, Caso 2.

L L L
o7 0.8 0.9

También fue considerado el caso de soluciones anisétropas con el requerimiento matemati-
co adicional de ser conformemente planas. Dos enfoques fueron estudiados: el primero tiene
que ver con un método presentado por Stewart B.W. [64] para producir soluciones de fluidos
no perfectos con la condicién W = 0. Se tomo el ejemplo 1 de [64] para construir la funcién
fuente y a partir de alli se generaron tres ecuaciones de estado no locales, como se hizo en
el ejemplo anterior. Los perfiles para la densidad, presion radial y presion tangencial pueden
verse en las figuras 5.5, 5.6 y 5.7 respectivamente. La Figura 5.8 muestra la relacién masa
total contra densidad central, se pueden apreciar los valores para la masa méaxima alcanza-
dos para cada modelo. El segundo enfoque tiene que ver con la posibilidad de introducir la
condicién de no localidad directamente en la ecuacién que resulta de la condicion de hacer
el tensor de Weyl igual a cero. Estas dos condiciones juntas permiten cerrar el sistema de
las ecuaciones de campo y parte del resultado puede verse en las figuras 5.9-5.11. La Figura
5.12 es una visualizacion de la forma como las masas méaximas son alcanzadas para cada
ecuacion de estado, correspondiente a los diferentes valores de N. Cuando N = 1 se recobra
el ejemplo 1 de [64], esto significa que la solucién mostrada alli es, ademds de conformemente
plana, no local.

En las figuras 5.13-5.15 se pueden apreciar las velocidades del sonido radial para las tres
familias de soluciones consideradas aqui. Todos los modelos tienen la propiedad de que la
velocidad del sonido es una funciéon que decrece con 7.
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Capitulo 6

Un Estudio sobre la estabilidad y
fracturas

Resulta de interés estudiar la respuesta de un modelo de objeto compacto cuando se
producen fluctuaciones en sus variables fisicas, un modelo inestable a perturbaciones de este
tipo carece de valor fisico. Estos objetos auto-gravitantes pueden presentar desviaciones de
su estado de equilibrio si el sistema es perturbado, en [94] se encuentra que la aparicién de
pequenas cantidades de anisotropia puede cambiar de manera contundente la evolucién de
un sistema.

Cuando las distribuciones de materia son apartadas del equilibrio pueden aparecer fuerzas
radiales de diferente signo ocasionando la aparicién de fracturas [22]. Se dice que ocurre una
fractura cuando la fuerza radial esté dirigida hacia el centro en la regiéon mas interna de la
esfera y cambia de direccién para algin valor de la coordenada radial [44].

Los efectos de fractura pueden describirse a partir de la nocién de la aceleracién de marea
para los elementos contiguos del fluido [23, 3], y puede ser definida como:

A =

ds ds ds

B «
— Ry ulut 4 (d“ ) _ du ‘h“i hY 8z (6.1)
Y

donde dx” es un vector que conecta a dos elementos del fluido vecinos; hj es el proyector en
el 3-espacio ortogonal a la cuadrivelocidad u® y du®/ds = utug, .
Ahora bien, es posible definir a partir de la ecuaciones TOV la siguiente cantidad:

dP

4rr® P
fzﬁﬂﬁp)(m

r(r —2m) r

)—EA, (6.2)

y demostrar que (6.1) y (6.2), evaluadas inmediatamente después de la perturbacion, conduce
a la siguiente expresién [23, 24|

eAp+P) [ de
— dr V72 —= 6.3
F o /0 re'r R (6.3)

donde © representa la expansion.
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La ecuacion (6.2) es la ecuacién de equilibrio hidrostatico, que es idénticamente igual
a cero para configuraciones estaticas (o en evolucién lenta), F define la fuerza radial total
sobre cada elemento del fluido.

Para que se originen fracturas, es necesario que para algun valor del radio (0 < r < R)
la cantidad d©/ds se haga cero dentro de la configuracién. Como se puede apreciar en (6.3),
existe un efecto no local ya que el cambio de signo en F no depende del valor de d©/ds en
un punto, sino en toda la regién por debajo de la fractura.

Cuando el sistema posee distribuciones de presion y densidad que satisfacen F = 0 se dice
que el sistema estd en equilibrio. La aparicién de fluctuaciones en la densidad y anisotropia
pueden inducir fuerzas radiales (F # 0) que, dependiendo de su distribucién espacial, pueden
producir cambios de signo en F.

Por lo tanto, es necesario perturbar el sistema para observar posibles cambios en el
signo de F. Aqui se van a considerar perturbaciones independientes en la densidad dp y
la anisotropia dA con el fin de hacer que el sistema, originalmente estable, abandone esta
situacion de equilibrio.

Una fluctuacion en la densidad se propagara en la funciéon masa y la presion radial, a
través de la ecuacion de estado, de la siguiente manera:

P(p+dp,r) = P(p,r) + 0P ~ P(p,r) + 5. 0p ,
p+op= (6.4)
m(p+0p,r) =4 [ (p+ op)P*dr = m(p,r) + Fridp .

Por otro lado, si se expande (6.2) se obtiene:

OF OF OF OF
~ P A — — 0P+ — —H0A .
F =~ Folp, P,m, A1) —1—\6/) op+ 8P5 + amém—l— 8A5 , (6.5)

-~

F

J/

donde Fy corresponde a la configuracién en equilibrio. Utilizando (6.4) se puede mostrar que

. OF 4w 0F 20A
— 29— 4 ) 202 .
F (5p{< 8p+ 3ram> T(Sp] , (6.6)
con \ )
OF m+4rPr OF  (p+ P)(1+8n Pr?)
P > — = >0. .
dp r(r—2m) — 0y om (r—2m)? 20 (6.7)

Se puede observar que, a fin de tener un cambio de signo en F, es necesario lo siguiente:
1. Se deben perturbar tanto la anisotropia como la densidad;
2. Las dos cantidades perturbadas deben ser del mismo signo: dA/dp > 0.

Por lo tanto, para que una configuracion sea potencialmente estable se debe cumplir que
dA/0p < 0 en todo el interior de la esfera para que no ocurran cambios de signo en F.
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6.1. Fracturas y las velocidades del sonido

Cuando se consideran perturbaciones independientes en la densidad y la anisotropia local
no existen criterios que permitan establecer la funcionalidad de las perturbaciones a través
de la distribucién de materia. En trabajos anteriores, [22, 23, 24, 95|, se establecen pocos
criterios fisicos para definir la magnitud de las perturbaciones, lo que trae como consecuencia
la aparicion de escenarios que probablemente no cumplen con las condiciones de aceptabilidad
fisica. Por otra parte, todos esos trabajos previos consideran unicamente perturbaciones
constantes para inducir inestabilidades en el sistema.

Cuando se considera que las perturbaciones son independientes, lo que significa es que
estas perturbaciones generales provienen de fendémenos fisicos que no estan relacionados
entre si. En este trabajo el orden de magnitud de las perturbaciones serd acotado por el
comportamiento de alguna de las variables fisicas. Resulta facil darse cuenta que

SA §(PL—P) 6P P,
op dp op  Op s

(6.8)

donde v? and v?| representan las velocidades del sonido radiales y tangenciales, respectiva-
mente.

A través de (6.8) se puede tener una idea mas precisa del orden de magnitud de las
perturbaciones (JA y dp) y de las regiones que tienden a ser potencialmente inestables
dentro de la configuracion.

Debido a que 0 <02 <1y 0 <v? <1, se tiene [v?, —v?| < 1. Entonces:

—1<9? —0v? <0, Sistema potencialmente estable ,
1<} —v¥<1= (6.9)
0<wv? —0v?2<1, Sistema potencialmente inestable .

Por lo tanto, tomando como base el hecho de que existe una diferencia en la propagacion
del sonido dentro del fluido, es posible evaluar las regiones que pueden llegar a ser inestables
y determinar asf la aparicién de fracturas. Aquella regiéon donde v? < v?, serd una regién
inestable, pero si v? > v? entonces serd una regién estable y no serd posible la aparicién
de fracturas. Es importante mencionar que segtin lo anteriormente expuesto, se tiene que si
P, # 0y P = 0 entonces el sistema es siempre potencialmente estable, por el contrario, si
P, =0y P # 0 entonces la perturbacién implica inestabilidad.

A lo anterior se le puede agregar el hecho de que la magnitud de la perturbacién en
la anisotropia siempre debe ser mas pequena que el de la densidad, esto significa que la
cantidad: [0, —v?| < 1 = |§A| < |dp|. Cuando §A/5p > 0, esas perturbaciones implican
modelos potencialmente inestables.

6.2. Perturbaciones, fracturas y la materia anisétropa
Estudiemos ahora la efectividad del criterio de estabilidad para distribucién de materia

acotadas, recordando que el concepto de fractura se refiere a la tendencia que tiene la con-
figuracion a dividirse, y este hecho tiene que ser establecido a partir de la integracién del
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conjunto completo de las ecuaciones de Einstein. Ademads, es evidente que algunas pertur-
baciones pueden producir inestabilidades que lleven al objeto a colapsar o expandirse sin
necesidad de producir fracturas.

Con el fin de probar el criterio (6.9) vamos a utilizar diferentes perfiles de densidad
para modelos que satisfacen las condiciones de aceptabilidad fisica. Basicamente, el método
consiste en suministrar un perfil de densidad para obtener la presion radial a partir de una
ecuacién de estado: P = P(p(r)), luego resolver para la presién tangencial a partir de la
ecuacion (4.7):

P=P(p(r)) > P . =P+—-——+

1
2 dr 2 (6.10)

rdP  p+ P [m+4nr3P
r—2m |

De esta manera, las velocidades del sonido radiales y tangenciales son calculadas y sus
diferencias evaluadas. Utilizando (6.9) la estabilidad o inestabilidad podra ser establecida.
Entonces, un cambio de signo en F descrito por (6.6) y (6.7) confirmar lo anteriormente
dicho. El estudio lo llevaremos a cabo analizando cuatro casos cualitativamente diferentes,
tomaremos dos ecuaciones de estado locales y dos no locales.

6.2.1. Modelo anisétropo tipo Tolman VI

Este modelo fue introducido por Cosenza, Herrera, Esculpi y Witten [96] tomando como
punto de partida la solucién singular de Tolman VT [71]. La solucién original isétropa Tolman
VI carece de significado fisico pero tiene cierta similitud con la ecuacién de estado para un
gas de Fermi relativista con exponente adiabatico de 4/3. Utilizando un método heuristico
los autores determinan las variables fisicas para fluidos anisétropos

K 3 1-/% 3 21 —25,/%
=12 b= 8712 (7 3\/_> Pl_2247rr2<7—3\/§>' (6.11)

Las condiciones de contorno implican que K = 3/56m y R = 81/49.
La velocidades del sonido se pueden escribir como

T+35 -9 3(49+ 255 —70,/%
UQ— ( + \/_) y U2 _ ( + R R) ) (612)

8 (7—3@) -y

Con (6.11) la expresién para (6.6) puede ser obtenida:

~ 26p | (588 +180% — 672,/F) v2 + 539 + 1955 — 658,/F  JA
Frvi = o - —1. (6.13)

16 (7 3/%)" op

Este modelo es singular en el centro y cerca de la superficie (r/R ~ 0,706) la presién
tangencial se hace negativa, sin embargo, la diferencia en la velocidad del sonido a través
de la distribucién es constante, lo que viene a representar una relaciéon constante para la
perturbacién [22, 23, 24, 95].
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6.2.2. Modelo no local tipo Stewart 1
Este modelo surge de tomar el perfil de densidad propuesto por B. W. Stewart [64] para

describir configuraciones acotadas, anisétropas, y conformemente planas.
_ 1 (62K'I’ _ 1)(641(7" + 8K’I“€2KT _ 1)
P= gar (e2Km +1)3 '

Como se mostrd anteriormente, cuando se consideraron distribuciones no locales, las presiones
radiales y tangenciales son

1 1 — 2Kr AKr K 2Kr __ 1
P = (1= e = 8Kre ). (6.14)
Q72 (e2K7 +1)3

2K264Kr
P = ——— . 6.15
+ [l 4 e2K7)4 ( )

donde )
2M\ 3

K = iln M

2a 1— (w)a

a

(6.16)

De (6.2.2), (6.14) y (6.15) las correspondientes expresiones para las velocidades del sonido
son las siguientes:

, SKre?kr [(e“{“ — 1) + Kr [(eQKT — 2)2 — 3” — (e“ﬁ — 1)2
_ 6.17
Usr (64Kr _ 1)2 + 8K 2p2¢2KT [(€2Kr _ 2)2 _ 3} ’ ( )

QK33 pdKr (2Kr _ 1 2Kr | q -1
o = 32K°r 26 (e ) (e + )2 . (6.18)
(eAKT —1)% + 8K 2r2e2Kr [<€2Kr —2)* — 3]

La ecuacién (6.6) se puede evaluar para este modelo, lo cual resulta en

; 26p [Uem +1) (5+03) +4K7 (2 — )] Kr 0A (6.19)

A 6 (27 + 1)° (2K — 1)~ 3

6.2.3. Modelo no local tipo Stewart 2

Para este modelo, consideremos la solucion estatica obtenida en el capitulo anterior,
cuando juntamos la teoria no local con la condicion del tensor de Weyl igual a cero, esto es,
las ecuaciones (4.91), (4.92) y (4.93):

1 sin(2Kr)  sin®(Kr)
= 1-— 2
P 8mr? [ Kr * K22 |7 (6:20)
1 sin(2Kr) sin?(Kr)
P = — 1 -3 6.21
8mrr? [ TRy K2r2 |7 (6:21)

1 sin?(Kr)
P = 1-— . 22
- 8m~2[ K212 ] (6.22)
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Como se determind anteriormente

-

K:
R—2M

A partir de (6.20), (6.21) y (6.22) las correspondientes expresiones para la velocidad del
sonido son:

r sin(2Kr .
KT [Kr—i— —(i )] — sin?(Kr)

B sin®(Kr) (3 — K*r%) — 3sin(2Kr)Kr )

sr T . 2 Yy Vs = . 2
[cos(Kr)Kr — sin(KT)] [cos(Kr)Kr — sin(Kr)]
(6.23)
Y ahora, la ecuacién (6.6) puede ser evaluada para este modelo
- 26p 2sin(2Kr)Kr — 9sin®(Kr) (v, + 1) dA
FNLstw2 = — 2 : 5 — — — (6.24)
r | 12sin*(K7) [sin(2Kr)Kr — 2sin®(Kr)] op

6.2.4. Modelo Florides-Stewart-Gokhroo & Mehra

Para este modelo vamos a tomar la solucion estéatica, anisétropa, presentada por M. K.
Gokhroo y A. L. Mehra [66]. Esta solucién fue considerada anteriormente, Capitulo 4, para
generar una soluciéon no local. Consideremos aqui nuevamente la soluciéon original, es decir:

Kr?
P = Pe (1_ﬁ) ) (6.25)
2 n
Pe 212 5—3g§ r?
P = Z(1- 1—— 2
j ( R? | 5-3K R2) (6.26)
pe | SpK o o€ [ 15ue™?A 2\ 2n
P =P+ 1— — = (1-
+ +j{5—3Kn( ) j(5—3K)< )
—2X n—1 fL] 3. 9 2
—2me”? (L—n?)" + T (1 — =K ) (1-Kn )H : (6.27)
con 9 9
M:M ox_q 2’ (5= 3K v n=_
R’ 53K R

y pe es la densidad en el centro de la configuracion de materia y j un parametro arbitrario.
De (6.25), (6.26) y (6.27) se tiene que:

g 25— 6Kn*)[1—(1+n)n*]+n[5—3K (1+2un*)]

2 . — : (6.28)
Kj(5—3K)(1—n?
y
_ 1 [6uKn’2—n*(2+n)] | 7 né -
T TRy ST P (1 - 2e—A> " 5“” 69
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Perfil de Densidad M/R M(My) zg pr X 10" (gr/em?®) p. x10'° (gr/cm?)

TolmanVI 0.21 1.42 0.31 2.30 -
NL Stewart 1 0.32 2.15 0.65 6.80 1.91
NL Stewart 2 0.39 2.68 1.19 8.49 2.14

Gokhroo y Mehra 0.26 1.76 0.44 0.00 2.09

Cuadro 6.1: Los parametros se han seleccionado de manera tal que puedan representar un
objeto compacto de radio R = 10 Km y para que la funcién masa satisfaga completamente
todas las condiciones de energia y aceptabilidad fisica.

30pe > (1 — n2)™" [§ B ane)‘] ApjKn (4 = 3Kn?) e lf e } (1- nQ)n—l

j(5—3K) 1—n? 5—-3K 1—n?
(6.30)
1 o oy [15p 27 (5—3K)] puj(5—3Kn?
= 1—7n e”{,— 6.31
¢ 5—3K [( ) J (1—n2)" (1—Kn2)™ (6.31)
Y 2
4pn (5 — 6Kn?)
3 Y (6.32)
Para este ejemplo (6.6) resulta en
= 20p 2p03 2 -2 2\ _ 2
= — - 15 11— —7(5—6K
o = 20| o 15 ) = (- o)
2 (5= 3Kn?) [15e7* (1= 9*)" +j (10 — 9K7)] (6.33)
5 —3K .
—6“—”42 32 (9K +25) + 305 [e ™ (1 —n°) K — 4] n*
(5 —3K)" 42
dA
_7reA (1 2| 22
7He ( i ) 5p

6.2.5. Los modelos

Como se puede apreciar a partir de los datos de la Tabla 6.1, todos los modelos correspon-
den a una distribucién de materia con radio de 10 Km y una masa total M en términos de la
masa solar M. Estos son los valores tipicos esperados para objetos astrofisicos compactos
tipo estrellas de neutrones. En la tabla también se muestran otros parametros caracteristicos
de estos objetos: el corrimiento al rojo en la superficie zg, la densidad central p. y la densidad
en la superficie pg.
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6.3. Discusion

Las curvas para la velocidad del sonido radial y tangencial, asi como también su diferencia
vZ, — 02, se muestran en la figura 6.1. La relacién para la perturbacién dA/dp = v?| — v?2
satisface totalmente la restriccion —1 < §A/dp < 1 en todos los modelos considerados aqui.

Se puede apreciar que 6A/dp es constante para el modelo Tolman VI (Cuadro I en la
Figura 6.1) Este tipo de relacién fue estudiado en trabajos previos [22, 23, 24, 95]. Como
dA/dp < 0, nuestro criterio de estabilidad (6.9) nos dice que el modelo anisétropo Tolman
VI no se fractura. Los modelos no locales Stewart son mostrados en los cuadros /1 y I1]
respectivamente. Debido a que —1 < JA/dp < 0 estos dos modelos tampoco presentan
fracturas en su interior.

Un escenario mas interesante se tiene para el modelo Florides-Stewart-Gokhroo-Mehra
con j =7, K =1 and n = 2, como se puede apreciar en el cuadro I'V. Es evidente en
este cuadro que la relacién de perturbacién: 0A/dp no solo presenta un perfil variable sino
que también cambia de signo. Este modelo muestra dos regiones potencialmente inestables:
0<Sn=r/R<0,2570 y 0,7565 <n=r/R < 1 donde 60A/ép > 0.

Las curvas que representan la funcién F se pueden ver en la Figura 6.2, de manera que
los criterios de estabilidad considerados anteriormente pueden ser comparados con el cambio
en el signo para las expresiones: (6.13), (6.19), (6.24) y (6.33). Es facil reconocer en esta
figura que los modelos Tolman VI, NL Stewart 1 y NL Stewart 2 no presentan fracturas en
ningin punto de la distribucién de materia (cuadros I, I1y 111 respectivamente). Mientras
que para el modelo Florides-Stewart-Gokhroo-Mehra se aprecia una fractura en n ~ 0,17986
dentro de la primera regién potencialmente inestable: 0 <n =1r/R < 0,2570.

En resumen, para algunos tipos particulares de perturbaciones, la razén para las fluctua-
ciones de anisotropia y densidad 0A/dp se pueden interpretar en términos de la diferencia
de las velocidades del sonido dA/6p ~ v2, — v2. De (6.9) se tiene que las regiones donde
v < v?| serdn regiones potencialmente inestables, en caso contrario, si v? > v?, entonces
no ocurriran fracturas y la regién sera una region potencialmente estable.

Esta interpretacion permite hacer una redefinicién del concepto de fractura, al relacionar-
las con regiones de inestabilidad debido al comportamiento de alguna de las variables fisicas,
dentro de la configuracion de materia. Como se mencioné anteriormente, la diferencia en
las velocidades del sonido claramente permite identificar, via ecuacién (6.6), las regiones que
tienden a ser inestables. Esto se puede apreciar en la Figura 6.2, cuadro IV, donde se muestra
un punto de fractura en n &~ 0,17986 para el modelo Florides-Stewart-Gokhroo-Mehra.

Por otra parte, debido a que la velocidad del sonido tiene que ser menor que la velocidad
de la luz, entonces la diferencia de velocidades tiene la restriccion:

[6A/dp] ~ 7 — vl < 1.

Esta restriccion es muy importante a la hora de caracterizar un determinado modelo, ya que
es posible encontrar fracturas dentro de configuraciones para un conjunto de fluctuaciones
en la anisotropia y en la densidad que no son fisicamente aceptables, es decir, [0A/dp| > 1.

Un comentario adicional con respecto al cociente 0A/dp es que esta relacién no tiene que
ser constante, como en [22, 23, 24, 95|, donde se utilizaron otros criterios para estudiar el
cambio de signo de F.
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Figura 6.1: Variaciones de las velocidades del sonido radial y tangencial. Los cuadros I,

I, TIT y IV representan Tolman VI, NL Stewart 1, NL Stewart 2 y Gokhroo & Mehra,

respectivamente. Las curvas a, b y ¢ corresponden a v, v y v?, — v? respectivamente.

Para el caso de configuraciones de materia extremas, como las estudiadas anteriormente
cuando consideramos P, # 0y P = 0, se puede mencionar que estas son siempre poten-
cialmente estables, mientras que el otro escenario: P, = 0 y P # 0 podrian ser posibles
escenarios donde el fenémeno de fractura puede llegar a suceder.

Los modelos de objetos compactos no deberian ser inestables debido a fluctuaciones de
sus variables fisicas, ya que si se comportan como objetos inestables estos deberian seguir
algun tipo de comportamiento particular, como colapsar, expandirse o fragmentarse. En
este sentido, las perturbaciones juegan un papel importante para identificar de qué manera
el objeto compacto puede llegar a evolucionar. Otros tipos de perturbaciones que pueden
conducir a situaciones de colapso o expansién pueden ser consultados revisando el formalismo
de Chandrasekhar [97, 98].

Para finalizar, es bueno recalcar el hecho de que los diferentes patrones de evolucion
para configuraciones inestables son s6lo una tendencia, es decir, que el comportamiento y
la evolucion temporal posterior del objeto debe establecerse a partir de la integracion del
conjunto completo de las ecuaciones de Einstein.
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Figura 6.2: Fuerza radial inducida F para las configuraciones anisétropas. Los cuadros I, 11,
IIT y IV corresponden a los modelos Tolman VI, NL Stewart 1, NL Stewart 2 y Gokhroo &
Mehra, respectivamente.



Capitulo 7

Soluciones exactas dinamicas con una
EENL

En este capitulo se pretende estudiar posibles escenarios de colapso gravitacional de
objetos compactos descritos por una EENL. La idea principal consiste en resolver el conjunto
de ecuaciones de campo de manera analitica, es decir, sin recurrir a métodos numéricos. Sin
embargo, al final del capitulo se desarrollara un método semi-numérico para el estudio de la
evolucion del colapso de estrellas con el fin de establecer, en la medida de las posibilidades,
algunas comparaciones entre ambos métodos.

A diferencia del caso newtoniano, donde la masa es la unica fuente de gravedad, en la
teoria General de la Relatividad todas las formas de energia producen campos gravitacionales.
La presion, por ejemplo, juega un papel muy diferente al que juega en la teoria de Newton ya
que ademas de ser ella misma fuente de campo gravitacional es ésta la que en ultima instancia
sostiene a la estrella en contra del colapso. Los objetos compactos, como las estrellas de
neutrones, son estables a medida que la presiéon de Fermi de los neutrones degenerados logran
contrarrestar la atraccién gravitacional. Un medio material degenerado tiene que ver con el
hecho de que la temperatura es mucho mas pequena que la energia de Fermi de los neutrones
de manera que todos los niveles energéticos permitidos estan ocupados, y por el principio
de exclusion de Pauli, no hay cabida para estados adicionales: no hay la posibilidad de que
dos fermiones puedan tener los mismos numeros cuanticos. Una ruptura de este equilibrio,
por alguna inestabilidad, puede dar origen a una situaciéon de colapso del medio material
originando un aumento en la densidad, lo que a la vez trae como consecuencia una mayor
repulsion debido al aumento de las fuerzas nucleares de corto rango, incrementando la presion
de Fermi. El aumento de la densidad y el exceso de neutrones hace que las propiedades de
la materia cambien considerablemente, encontrar una ecuacién de estado que describa todos
estos cambios es un hecho muy dificil de realizar.

Como ya se ha mencionado, para construir un modelo estelar se requiere el poder sumi-
nistrar una ecuacion de estado. Consideremos entonces que la materia viene descrita por una
ecuacién de la forma (3.27), que supondremos vélida para un fluido material con densidades

89
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mayores a la densidad nuclear, es decir p > pg. Esto es:

(7.1)

2 (" 2 Puw?
Pep_ = [ @Rt T dr,
r3 1 —w?

donde P = P(t,r), p=p(t,r), ¢ = q(t,r) y w = w(t, 7).
Como ya se discutié con anterioridad, la ecuacién (7.1) se puede escribir de manera
equivalente como una ecuacion diferencial:

p—3P+r(p—P)—dwg—[3p—P+r(pf — P) w*=0. (7.2)

Es interesante notar que es posible acomodar la ecuacién (7.2), utilizando (7.1), de la
manera siguiente:
2(p+ P)w? + 4quw
1 —w? '

Ahora bien, si p y P tienen una dependencia en r de manera tal que satisfacen la ecuacion

p—3P+r(p—P)= (7.3)

p—3P+r(p—P)=0, (7.4)

entonces, de (7.3) se obtiene que la velocidad del material es:

2q
YT TRy (9

Debe quedar claro que con (7.5) la ecuacién (7.2) es satisfecha, ademads, es facil ver que si
el medio material radia energia, ¢ > 0, el sistema colapsarda, w < 0, en el caso contrario, el
objeto se expandira.

Sustituyendo (7.5) en la ecuacién de campo (3.44) resulta

_ 2¢(p+P) (p+P)* —4g* | Ae= 0 (76)
(p+ PP +4¢  [(p+ P +4¢?| dmr ‘
Las soluciones de (7.6) vienen dadas por
\ e~ (2A+5) 1 1
@ o @=50+P),  e=-5(p+P) (7.7)
Es claro que
1
Q2,3 = i§ (p+P) = w=Fl. (7.8)
Por lo tanto, la condicién (7.4) conduce a que necesariamente
)‘\ e~ (2A+k)
q= P (7.9)

Esta 1ltima ecuacion refleja el hecho de que, en estas coordenadas, el colapso conducido via
la EENL no puede ser del tipo adiabatico, es decir, con ¢ = 0. Segin (7.9), al no existir
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radiacién desaparecera la dependencia temporal de la funcion A, reduciendo asi nuestro
problema al caso estatico.

En el borde de la distribucién, R(t) = r,(t), las condiciones de contorno Py = ¢, llevan a
que (3.49) implique lo siguiente:

. 2e" P,
Q=R=-—-—""°_| (7.10)
(ps + Ps)

Por lo tanto, la solucién de (7.10) permitird seguir la evolucién del borde de la distribucion
para un conjunto de condiciones iniciales.

7.1. Evolucion en coordenadas de Schwarzschild

Con el fin de explorar la contribuciéon de una EENL en la hidrodindmica presente en
el colapso gravitacional de un objeto compacto, se considerara que la funcion densidad de
energia p(t,r) tiene la misma dependencia en r que la densidad p(r) de una solucién estética
conocida. Esta consideracién, por lo tanto, impone que (7.4) sea satisfecha.

El conjunto de ecuaciones de campo, en el interior de la distribuciéon de materia, queda
ahora de la siguiente forma:

e 2A [(27“)\’ — e 4 1) w2 —14+2r\N — 4rw).\e*”] +1

p= 812 (1 — w?) ’
1 — 6—2)\ )\ e—(2)\+n)
P = - =
P amrz 1 4o
e 2 . . 2q
P = ——[()\—')\) *2”—X’}. C _ .
il - k) e on  w i P)

Para poder hallar todas las magnitudes fisicas serd necesario determinar la funcién A(t, r)
como se muestra en los dos ejemplos que vienen a continuacion.

7.1.1. Modelo 1

Consideremos el perfil de densidad propuesto por P.S. Florides [65], que también corres-
ponde a diferentes soluciones: la de Stewart [64] (ejemplo 4) y la de M. K. Gokhroo y A. L.
Mehra [66], esta dltima, bajo circunstancias particulares [67], da origen a una ecuacién de
estado similar a la newtoniana para materia nuclear de Bethe-Borner-Sato [3, 4, 68]. Como
ya fue senalado en el Capitulo 4, estas soluciones son equivalentes a las soluciones del tipo
Tolman VII donde: e=2* =1 — Ar? + Br*.

La solucion estatica que tomaremos para este primer modelo tiene que ver con el perfil
de densidad tal y como aparece en [66], y lo denominaremos el modelo (G-M). El perfil de
densidad es el siguiente:

p(r) = pe [1-1{—] ., 0<K<1, (7.11)
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R (Km)
10 .

Figura 7.1: Evoluciéon de la su- st
perficie R(t) en funcién de la
coordenada temporal ¢ para los
dos modelos considerados. Mo- 5|
delo tipo Gokhroo-Mehra en

Modelo 1
Hodelo 2

—

azul y el modelo tipo Finch- % 5 m 15 n = e
Skea en rojo. t

donde p,. es la densidad central, K es una constante y R el radio de la esfera.

E

40

La propuesta en este trabajo consiste en suponer que la funcién densidad-energia tiene

la siguiente forma:

plt.r) = i) 1= 752

con 0 < K(t) < 1. Ahora, la presién se puede determinar via la ecuacién (7.4)

P(t,r) = 5pelt) {1 - %73} .

Por lo tanto, por (3.46), la funcién masa es

4 3K 2
m(t,T’) = ?ﬂ-pcr?’ |:1 — WT2:| = 6_2/\ =1- —m .

De (7.9) resulta

re "
15R3
y de (7.15) y (7.5) es facil obtener la velocidad radial

g(t,7) = [3T2pc (RK _ QKR) — peR (BR? — 3r2K)] ,

re [0 (RE = 2KKR) = poR (5R? = 3°K)

t =
“(t) = 3R 5RZ — 6K 12

(7.12)

(7.13)

(7.14)

(7.15)

(7.16)

Se puede apreciar que p.(t), en (7.14), se relaciona con la masa total de la esfera M (t)

de la manera siguiente
15M

r=FR = o) = s aR

(7.17)
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pe (x10"% g cm~9)
1,55

1.8 F

LiF

1.65 F

Figura 7.2: Densidad central,
/‘"’*ﬁfﬂu para ambos modelos, en fun-
S 1 cién del tiempo de evolucién.
[ e Modelo tipo Gokhroo-Mehra

: - 7 P o g ey = w en azul y el modelo tipo Finch-
Skea en rojo.

1,55

Una consecuencia de (7.10) y de (7.16), evaluada en la superficie, es la importante relacién:

. MR Ry M

donde Ry es la superficie inicial y My la masa inicial. Se puede notar que la ecuacién (7.18)
implica que £ = 0, es decir, el potencial gravitacional en la superficie permanecera constante
durante todo el colapso.
En virtud de (7.17), (7.18) y de la condicién de borde Ps; = g5, se puede determinar la
funcién K (t)
5

K(t) =3

(7.19)

M + 2RMe™*
3M +4RMe+ |

Se tiene entonces que la evolucién de radio exterior R(t) estd dado por (7.18). Esta ecua-
cién puede ser resuelta analiticamente si un perfil para M (t) es suministrado. Se supondréd un
pulso gaussiano centrado en 7 para M (t):

6(75) +1
(%) 41
con o como el ancho del pulso y M/ la masa final. La diferencia My — My representa la masa

radiada durante el proceso de colapso. El conjunto de condiciones iniciales y pardametros para
este modelo son: (El subindice cero indica que la cantidad es evaluada en t = 0.)

M(t) = [My — M/] + My, (7.20)

o — 1D Ky = 0,5516180

0= © Peo = 1,79 x 10%® gr/cm®
M; = 1,58M,, = 0 " 3
F=—10 pso = 8,05 x 10'* gr/cm

o = 5’5 QO = —0,0106
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—0,006 F

Figura 7.3: Velocidad de la su-
perficie de la esfera, para am-
bos modelos, en funcion del
tiempo de evolucion t. Mode-
lo tipo Gokhroo-Mehra en azul
y el modelo tipo Finch-Skea en " . m = " pre - = 40

rojo. t

-0,008 F

-0.0L |

7.1.2. Modelo 2

Otra solucién a estudiar es la solucién obtenida por Finch y Skea [69] y que ya fue
también considerada en el Capitulo 4. Los autores presentan la solucién correcta de un ansatz
propuesto por Duorah y Ray (1987). Esta solucién es una generalizacién de la solucién de
Durgapal y Bannerji en [70].

La solucidn estética tal y como aparece en [69] es la siguiente:

8tp(r) (1—K)(3+ Cr?)

= ) 7.21
C (1+Cr2)? (7.21)
donde C'y K son constantes. Nos referiremos a este modelo 2 como (F-S).
Para construir una configuracion dindmica, se va a suponer que
(1) 3+ C(t)r? (1) 1 —C(t)r?

3 [1+C(t)r?)? 3 [1+C)r’

donde p.(t) y C(t) son funciones a determinar. De nuevo, es ficil chequear que (7.22) satisface
(7.4).
Asi, de la ecuacién (3.46) se obtiene la funcién masa:

_Ampe 1P

mitr) = =51

(7.23)

De (7.9), el campo de radiacién:

re " p.[1 + Cr? —r?p.C
3 (14 Cr?)? '

q(t,r) = (7.24)
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;; (%10 g em—3) P (x10* din em™2)
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-0.,008

-0,012
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r/Rq (c) r/Ro

Figura 7.4: Variables fisicas para el modelo (G-M) en funcién del radio: en (a) y (b) se
aprecian los perfiles de densidad y presién radial respectivamente. En (c) el flujo de calor y
en (d) la velocidad del material en la direccién radial.

Y usando (7.24) y (7.5) la velocidad radial:

—K

w(t,r) = —r;p [p'c [1+Cr?) — r2pc(j} . (7.25)

La densidad central p.(t) se relaciona con la masa total M (t) de la esfera por

3M
4 RB

r=R = p.t) [1+CR? . (7.26)
De nuevo, la evolucién del radio exterior R(t) estard dada por (7.18) y (7.20) y el modelo
evolucionarda manteniendo el potencial en la superficie constante.
Con (7.18), (7.26) y de la condicién Py = ¢, la funcién C(t) queda como

_ 2RMe ™"+ M

C(t) i

(7.27)
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p {x10'® g cm™3)
1.8

1.8

1.4

1.2

1

0.8

0.8

0.4

0 0.2 0.4 0.6 0.8
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-0,004
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Figura 7.5: Variables fisicas para el modelo (F-S) en funcién del radio: en (a) y (b) se aprecian
los perfiles de densidad y presién radial respectivamente. En (c) el flujo de calor y en (d) la

velocidad del material en la direccién radial.

El conjunto de condiciones iniciales y parametros se muestran en la siguiente tabla

Ry = 10,00 Km
MO - 1,30M@
My =1,29M;
T=-3,0
oc=2>5,0

7.2.

Co = 0,0360907

peo = 1,59 x 10'® gr/cm?®
Pso = 5,38 x 10" gr/cm®
Qo = —0,010¢

Evolucion en coordenadas de radiacion

Como ya se menciond en la introduccién, en un trabajo previo [11], se desarroll6 un
método para estudiar un posible escenario de colapso gravitacional para un fluido anisétropo
y radiante pero dentro de un esquema numeérico bastante particular. Este esquema numérico
conocido como el método HJR [99] tiene como punto de partida escoger una solucién estatica
y analitica conocida de las ecuaciones de Einstein y, por medio de argumentos heuristicos,
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generalizarla al caso dindmico. El algoritmo HJR ha sido utilizado en una gran variedad de
situaciones para el estudio de colapsos: anisétropos [100], con procesos viscosos [101], [102],
[103], con propagacion de ondas de choque [42], oscilaciones radiales [104], con rotacién lenta
[105] y diferentes situaciones de colapso radiativo, ver: [106], [107] y [108].

El uso del método permite reducir el problema de resolver las ecuaciones de campo en el
problema de encontrar, numéricamente, la solucion de un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden evaluadas en la superficie, y es por esta razon que HJR se suele
llamar un método semi-numérico. Se parte de la presuncién de que las variables dinamicas,
definidas en el algoritmo, deben tener la misma dependencia radial que las variables fisicas
de una situacién estatica, el conjunto de funciones temporales que puedan aparecer deben
ser encontradas via las ecuaciones en la superficie mencionadas anteriormente.

El método HJR se desarrolla en las llamadas coordenadas de radiacion o coordenadas de
Bondi donde el elemento métrico, con simetria esférica, se escribe de la manera siguiente:

ds? = e? (;du2 + 2dud7") —r? (d<92 + sen29d¢2) , (7.28)

con (2% zt, 2% %) = (u,7,0,$). La coordenada u corresponde, en un espacio tiempo plano,
al tiempo retardado, siendo las superficies u = constante conos abiertos hacia el futuro.
Ademsés 5= f(u,r) y V =V(u,r).

El tensor métrico mas general, con simetria esférica, para un sistema radiante es el tensor
métrico de Vaidya.

ds? = <1 — 2m_(u)) du® + 2dudr — r* (d6* + sen®6d¢?) . (7.29)

r

El elemento de linea (7.29) es un caso particular de (7.28) con f =0y V =r — 2m(u).

La funcién m(u) tiene la propiedad de que en el limite estético coincide con la masa de
Schwarzschild. Dentro de la distribuciéon de materia se define una generalizacién de m(u),
que se denotard como m(u,r), a través de:

V =e(r —2m(u,r)). (7.30)

Se quiere considerar al medio material compuesto por una mezcla de radiacién y materia.
Este fluido se movera tinicamente en la direccién radial con velocidad w. Por lo tanto, el tensor
de energia-impulso se pueda representar como un tensor con la siguiente forma:

Tab = (p + PL)uaub — PLgab + (P — PL)Uan + faub + fbua , (731)

Vv rl—w
Ha =€ (\/ r(l—w2)’VV1+w’0’0> ’ (7.32)
\% rl—w
p— ﬁ _—
¢ < w\/r(l—wz)’VV1+w’O’0> ’ (7.33)

Vg
fa = —(q Y, (734)

donde
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y por supuesto, se debe cumplir que f,u® =0y f,f* = —¢*. Fuera de la frontera, el tensor
de materia se corresponde al de un fluido nulo, es decir:

Tab = €]€a/€b, (735)

con: k, = 62+y/1 —2m/r, k%, = 0 y ¢ la densidad de enegfa de radiacién.
Con (7.28) y (7.31) las ecuaciones de Einstein para el interior de la configuracion resultan
ser las siguientes

1 . _ag p+2wq + Pw?

Amr(r — 2m) [hm’ — e ™) = 1 — o2 ’ (7.36)

1, p—ql-w)—Puw
47rr2m n 1+w ’ (7.37)

b / l-w

. = —[p—2 P 7.38
L = -2+ P, (7.38)

ﬁle_Qﬂ b 1" 2 ﬁ/ 35, (1 — 2m/> —m”

_ D (op ya5)? - = —P -
e G ) 8r - (7.39)
donde 5

h=1- 2. (7.40)

Para seguir con el método expuesto por Herrera y colaboradores [99] es necesario definir
dos funciones auxiliares:

p—q(l —w)— Pw

0 = 7.41
l+w ’ (7.41)
~ —pw—q(l —w)+ P
P po—al —w)+ P (7.42)
1+w
de manera tal que las ecuaciones (7.37) y (7.38) puedan ser integradas formalmente:
m = 4rr?pdr (7.43)
0
" 2mr ~
B = / — (p+P)dr. (7.44)
ro(w D ( )

La funcion r4(u) representa el borde de la distribucion de materia y su derivada resulta

ser [99]
{%} =, = (1 _ Zmls, TS)) e (7.45)

e Ts 1 —wy,

Por las condiciones de acoplamiento, la funcién ((u,r) evaluada en la superficie es nece-
sariamente igual a cero, 3(u,rs) = 0. A partir de un desarrollo en serie de 3(u,r) en torno a
r = rg(u) [99] y del hecho de que en la superficie P,, = ¢,,, se obtiene la siguiente relacién

P..=—w. pr, . (7.46)

s
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La parte central del método HJR consiste en escribir un conjunto de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias de primer orden, evaluadas en la superficie. Las soluciones de este conjunto
de ecuaciones diferenciales, que son obviamente funciones de u, pueden ser relacionadas di-
rectamente con las funciones j(u,r) y P(u,r). Pero queda por determinar la dependencia en
r de las variables efectivas p y P, esto se logra haciendo coincidir estas funciones con solucio-
nes conocidas de las ecuaciones de Einstein para el caso estatico, pero siempre considerando
la condicién (7.46).

Una vez que se determinan por completo las funciones p(u,r) y P(u,r), entonces m(u, r)
y [(u,r) se pueden obtener gracias a las ecuaciones (7.44) y (7.44). Conocidas las funciones
métricas, el lado izquierdo de las ecuaciones de campo (7.36) - (7.39) queda completamen-
te determinado. Como se tienen cuatro ecuaciones y cinco incognitas es necesario cerrar el
sistema suministrando algiin tipo de informaciéon adicional. La manera de cerrar el sistema
dependera del modelo tomado como “semilla”para la configuracién estatica, pero basica-
mente consiste en suministrar una expresion para el término que involucra la anisotropia del
sistema, es decir, P, — P.

Siguiendo con [99], las ecuaciones en la superficie se determinan como se muestra a
continuacion, pero primero se definen las siguientes funciones adimensionales

u rs(u)

B m,_(u) oM 1
w0 WEn o

F=1— — Q
! m,, (0) ’

M(u) = , (7.47)

1—w,,

donde m,_(0) es la masa inicial del sistema. Sin pérdida de generalidad se puede tomar que
m, (0) = 1.

La primera ecuacién en la superficie es la ecuacién (7.45), escrita en funcién de las nuevas
variables resulta ser

A=FQ-1). (7.48)

La segunda ecuacién en la superficie se obtiene partiendo de la definicion de la lumino-
sidad evaluada en la superficie de la estrella [99]

L=—M=47A%, (20 - 1)F. (7.49)

Combinando la derivada de F', de (7.47), con (7.48) y (7.49) se obtiene la segunda ecuacién

diferencial

. 2L+ F1-F)(Q-1)

F= :

A
Estas dos ecuaciones son independientes del modelo a considerar.
La tercera ecuacién, que si depende del modelo, se obtiene de la conservacién de la

cantidad de movimiento radial en la superficie [Tf u]r = 0. Por supuesto, también se puede
obtener combinando (7.39) con (7.43) y (7.44). El resultado, luego de un largo y tedioso
proceso de céalculo, en funcién de las variables adimensionales es el siguiente

(7.50)

E Q 5 . 2FQP,
E 8 oy popRe 2005,
F o Q  p, Pr, A pr,

=g, (7.51)
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con
_p, (PtP 5. MY 205
R, = |P'+ ( : ) (4mrP+ 7"2) “(P.-P)| (7.52)
ATAGBQ—1) . 3+ F i 2FQ
— (1-9 _ FQL P —P) |. (T
g ( ) |: Q pr.s 2A + ﬁrs + Aﬁrs ( €L )7“5 (7 53)

Las ecuaciones (7.48) - (7.51) conforman el conjunto de ecuaciones diferenciales evaluadas
en la superficie, las cuales se pueden integrar numéricamente si se suministra la forma de la
dependencia radial de las variables efectivas p y P. De las cuatro funciones que aparecen en
(7.48) - (7.51), es decir, A(u), F'(u),2(u) y L(u), resulta necesario suministrar una de ellas
para cerrar el sistema y por supuesto un conjunto de condiciones iniciales. Es conveniente
suministrar la luminosidad L(u) ya que esta funcién se puede relacionar de manera sencilla
con datos observacionales.

7.2.1. El formalismo HJR y la ecuaciéon de estado no local

Podemos ver ahora como es la adaptacién del algoritmo anterior si se introduce una
EENL. El elemento métrico (7.28) se puede reescribir de la siguiente manera

ds® = e*’ b du® + 2e*dudr — r* (6 + sen®0d¢?) | (7.54)

En estas coordenadas la condicién (3.36) resulta ser la siguiente

h=1-"—=Cu) e, con0<Clu)<1. (7.55)

r

Derivando (7.55) con respecto a r y combinando (7.55), (7.43) y (7.44) se obtiene
m = 2mp? (ﬁ - P) . (7.56)

Es facil ver que si se deriva (7.56) con respecto a r y se compara con (7.43) se obtiene
nuestra conocida relacién, pero para las variables efectivas,

5—3P+r(ﬁ’—15’) ~0. (7.57)
La ecuacion (7.55) en términos de las variables de la superficie es

bro=1-—=Clu)=F(u), (7.58)

es decir, en la superficie la funcién C(u) coincide con el potencial gravitacional. Evaluando
(7.56) sobre el borde da la distribucién y utilizando (7.46) resulta que

m,, =2m2 (1 +w,,) pr., (7.59)
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Figura 7.6: Evolucién de radio adimensional A(u) para el caso con C(u) variable, figura (a), y
para el caso con el potencial gravitacional en la superficie constante, figura (b).

que en funcién de las variables adimensionales es

47t A?
1-C= ”Q 20— 1) j,. . (7.60)
Por lo tanto, la “velocidad” de la superficie se puede obtener de esta tltima expresién
47 A2,
Q(u) Tz P (7.61)

T 8rA%p, +C—1

7.2.2. Un escenario posible de colapso con una EENL

Como ya se menciond, el método HJR necesita como punto de partida el hecho de tomar
una solucion estatica conocida de las ecuaciones de Einstein. Esta solucién “semilla” debe
adaptarse de manera tal que involucre funciones de .

Vamos a considerar nuevamente la solucion estatica y anisétropa que se tomé como punto
de partida para el Modelo 1: el modelo estatico de Gokhroo y Mehra, donde la densidad es:

p(r) = pe (1 - K%) . (7.62)

Un estudio detallado del escenario dinamico utilizando la solucién completa, e inspirada
en el modelo original de Gokhroo y Mehra, puede ser revisado en [67]. Aqui tomaremos un
camino alternativo ya que en nuestro caso la presion efectiva es obtenida via la ecuacién
(7.57). Por lo tanto, al igual que como se hizo para el Modelo 1 anteriormente desarrollado,
para aplicar el método HJR se recurre al ansatz de suponer que

2

) = W) (1 - K)o

W) L 0< K@) <1, (7.63)
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Figura 7.7: Variables fisicas p, P,, ¢, y w/c para el modelo Gokhroo-Mehra con una EENL.

donde la densidad de energia central p.(u) debe coincidir con p. en el limite estético.
A partir de las condiciones de acoplamiento es posible relacionar las funciones K(u) y
p(u) con las funciones A(u), F'(u),2(u) y L(u) [11]. Estas funciones resultan ser

. 15(1 — C)
= 7.64
540 — 3
K - = , .

(u) 580 5 (7.65)

Con esta informacion, las variables efectivas pueden ser escritas como

~ r?(1 —C) 3A%(8Q —5)

p(u,r) 67 AT(20 — 1) [5(3 —4Q) + T} , (7.66)

- r?(1 —C) A%(8Q —5)
P(u,r) = 67 AT(20 — 1) {3(3 —4Q) + T} ) (7.67)
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Figura 7.8: Variables fisicas p, P, q, y w/c para el caso del modelo Gokhroo-Mehra con una
EENL y el potencial en la superficie constante.

Y en virtud de las ecuaciones (7.43) y (7.44) las funciones métricas quedan completamente
determinadas

m(u,r) = I%%ég%[ﬁ@—4m+w¥@9—®], (7.68)
Blu,r) — ;mq_%mb_%ﬂ. (7.69)

El conjunto de ecuaciones diferenciales en la superficie puede ser ahora obtenido, y el
resultado se muestra a continuacién

A
C:

cQ-1),

1
SRL+ca-o)@-1),
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L—A(1—C)—‘;1—CC

200 —1
AT —0)

2l vie - ae(sa - 9)9) (7.72)

2= 24

Para comenzar la integracion numérica de este conjunto de ecuaciones diferenciales se
suministrard un perfil de luminosidad L(u) que puede ser un pulso de Gauss centrado en el

tiempo u = u,:
. AM 1 fu—1u,\
L(w) = —M = exp {5 (“ ””) } , (7.73)

g

donde o es el ancho del pulso y AM es la masa radiada durante el proceso de colapso. Para
los modelos presentados aqui:

AM =10"°M(0), o=5, u,=100.
Se seguira la evolucién de las variables hidrodindmicas para dos casos:

Caso 1: Se considerard el conjunto completo de ecuaciones (7.70) - (7.72).

Caso 2: El potencial en la superficie se tomara constante, es decir, C(u) = C'. En este caso es
importante sefialar que la luminosidad surge directamente de la ecuacién (7.71) y, por lo
tanto, no es necesario suministrar el pulso (7.73). Lo que si es necesario es perturbar el
sistema para sacarlo del equilibrio, esto se hace modificando muy levemente (~ 1071°)
el valor de la velocidad inicial que es: Q(0) =1 = w,, = 0.

El comportamiento de las variables fisicas se presenta en las figuras 7.6, 7.7 y 7.8 y el
conjunto de condiciones iniciales y parametros utilizados se muestra en la siguiente tabla:

Jfll/[(g)(;):lBOMQ pe(0) = 2,2 x 10M gr/cm33
Q(O) —1—10"10 — Prs (O) =98 % 10" gr/cm
K(0) = 5/9 z.(0) = 0,118

C(0) = 4/5 rs(0) = 14,77 Km

7.3. Colineaciones conformes

Existe un gran interés en el estudio de simetrias en Relatividad General debido a la
necesidad de simplificar las ecuaciones de Einstein, sobre todo para facilitar la tarea de
encontrar soluciones exactas. Este interés se ve reflejado en una gran cantidad de trabajos
dedicados al tema, ver: [109]-[119], y las diferentes referencias incluidas. Los bien conocidos
vinculos entre los vectores de Killing y las constantes de movimiento [120] han alentado la
investigacion sobre las relaciones mas generales que puedan existir entre las colineaciones y
leyes de conservacion [117],[121].

Las cantidades de mayor relevancia en el estudio sobre la estructura del espacio-tiempo
son principalmente los tensores de Curvatura y de Ricci. Un estudio bésico sobre las colinea-
ciones de Curvatura y de Ricci se puede ver en Katzin y colaboradores [122]. Clasificaciones
completas de estas colineaciones pueden verse en [112]-[115] y [117].
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Otro tipo de relacién entre simetrias y soluciones exactas fue encontrado por Lindblom
[123], quien muestra que la tinicas soluciones estaticas y no rotantes de las ecuaciones de
Einstein deben tener simetria esférica. Como condicién para encontrar este resultado utiliza
el hecho de que las soluciones deben ser asintoticamente planas, a través de la introduccion
de una cantidad denominada factor conforme.

Las situaciones dinamicas, que contienen al estatico como un caso particular, son conside-
rablemente mas dificiles de tratar, se pueden consultar algunos trabajos al respecto revisando
a Contreras [110] y Apostolopoulos [124].

En lo que exponemos a continuacién, queremos estudiar un tipo particular de colineacion:
la Colineacion Conforme, es decir, una transformacion del tipo:

££gab = ga;b + Sb;a = 7ﬂ(:nu)gabv (774)

en el caso dindamico, con simetria esférica e incorporando una EENL. Para tal fin, supon-
dremos que el campo vectorial £# tiene la siguiente forma:

&' = s(t,r)oy + U(t, )oY, (7.75)
Consideremos una vez mas el siguiente elemento métrico:
ds® = e* dt* — e** dr® — r* (d6® + sen®0 d¢”) . (7.76)

donde v =v(t,r) y A = A(t,r).

Las ecuaciones de colineacion seran

l
I)S—I—S'—l—ll//—; = 0, (7.77)
—eP ¥ = 0, (7.78)
o
NI4T +sh—- = 0. (7.79)
r

Si consideramos el caso no local, donde el elemento métrico es: (ver ecuacién (3.37))
ds® = e* e dt* — e dr® — r* (d6? + sen®0 d¢*) (7.80)

aqui kK = k(t) y A = A(t, ), las ecuaciones de colineacién (7.77)-(7.79) quedan de la siguiente
forma:

[

sSA+si+5+IN—— = 0, (7.81)
T
—l+e¥sd = 0, (7.82)
o
Xl+l’+s>\—; = 0. (7.83)

Ahora bien, la resta de (7.81) y (7.83) da como resultado:

' —5—si=0. (7.84)
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Al derivar (7.82) con respecto a t, la ecuacién (7.84) con respecto a r y resolver para [ resulta:
[+ e+ ek =0. (7.85)

Una ecuacion similar a (7.85) para la funcién s = s(¢, ) también puede ser obtenida.
Anteriormente vimos que la funciéon k se encuentra relacionada, via las condiciones de
acoplamiento, con el potencial gravitacional en la superficie de la distribucion de materia,

esto es:
2M (t)

" 7.86
ro(t) (7.86)
Si consideramos el caso en que el potencial en la superficie es constante, es decir,
2M
eh=1-— =C, (7.87)
TS
entonces (7.85) queda de la siguiente forma:
—[+CH"=0. (7.88)

Las soluciones més generales de la ecuacién (7.88), tanto para [ y s, son las siguientes

I = f(u)+g(v), (7.89)
s = m(u)+n(v), (7.90)

donde f(u), g(v), m(u) y n(v) son funciones arbitrarias y

— Ct+r, (7.91)
= Ct—r, (7.92)

las cuales al sustituirlas en (7.82) y (7.84) dan como resultado

[Oym — Oyn]C —0yf —0yg = 0, (7.93)
[Oum +0,n]C —0yf +0yg = 0. (7.94)

Combinando (7.93) con (7.94) se obtiene el siguiente par de ecuaciones

1

0um = aauf, (795)
1

oyn = —aavg, (7.96)

lo cual permite escribir (7.90) de la forma
1
s = G 1FW — ()] (7.97)

Por otro lado, al sustituir (7.89) y (7.97) en (7.83) se obtiene

2{auA—L}f+auf—2{av>\+L}g—avg:0. (7.98)
u—v u—vVv
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A través de las siguientes definiciones

1
0N~ ——, (7.99)
0A(V) = DN+ —— (7.100)

u—v

Ouar()

es posible separar variables para los dos coeficientes entre corchetes que aparecen en (7.98).
De esta manera es posible integrar (7.99) y (7.100) para obtener la funcién A(u,v)

A, v) =In(u—v)+afu)+ 5(v)+c, (7.101)

donde ¢; es una constante.
Ahora (7.98) se simplifica considerablemente y toma la siguiente forma

2(0ya) f + Ouf = 2(8.8) g + Oyg = ¢, (7.102)

donde ¢y es una constante. Si se integran las ecuaciones (7.102) se obtiene

flu) = e?2 |:CQ/€2adu+03:| : (7.103)

glv) = e?F [Cg/@Qﬁdv—FQ} : (7.104)

donde c3 y ¢4 son constantes de integracion.
Las expresiones (7.103) y (7.104) permiten calcular el campo vectorial £* a partir de las
funciones que definen la métrica, a través de (7.89) y (7.97), es decir,

1

¢ =g lf(W—gv)] & + [f(w) +g(v)] o7 (7.105)

Otra manera de expresar (7.101), es por medio de las coordenadas ¢ y
At,r) =In(2r) + a(Ct+7r)+ B(Ct —r) 4+ ¢ . (7.106)
El elemento de linea queda ahora como
ds® = r? [4e* ) (C2dt? — dr?) — (d6? + sen®0 d¢?)] | (7.107)

El factor conforme resulta de la siguiente forma

Wt r) = 27l _ % [F(Ct+1) +g(Ct—1)] . (7.108)
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7.3.1. Condiciones de energia

A partir de la métrica (7.107) y de considerar al medio material descrito por
Tay = (p+ Pr)uaup — Pigap + (P — Pr)vavy + fatp + fola, (7.109)

donde

¢ = ! 0,0,0 =10 1 0,0 4= qo” 7.110
U—m7ya 70—7W,7 , fr=qu?, ()

de las ecuaciones de Einstein se obtiene que la densidad de energia, la presién radial, la
presion tangencial y la densidad del flujo de energia vienen dadas por

_ 1 2 1l
P = 33 [4r* + H{l +2r (¢/ — B)}] | (7.111)
— 1 2 / /
P = T [4r? = H{3+2r (¢/ = )}], (7.112)
H
PL o= —5—7 (7.113)
L
¢ =~ (a+8) (7.114)
con
H=e2tH >0, (7.115)

De las ecuaciones (7.111), (7.112) y (7.113) resulta que:

p—P—-2P = gy >0, (7.116)
y de (3.46)
m(t,r) = % [4r* — H] . (7.117)
Por lo tanto, inevitablemente
P, <0, (7.118)

Para que la densidad de energia y la presion radial sean positivas implica que se deben
cumplir las siguientes desigualdades

2r 1
> = -8 > - - 7.119
p= o —f 2 5o (7.119)
2r 3
P> = -5 > === 7.120
> s oz 22 (7.120)
Con (7.119) y (7.120) resulta entonces que
p—P>0 & 0<H<4?, (7.121)

lo que también garantiza que m > 0.
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La condicién para A, (2.106), se cumple si

o — B z—(a+f3>—1. (7.122)

r

Con (7.116), (7.121) y (7.122) las Condiciones de Energia Débil y Dominante se satisfacen
automaticamente.
Finalmente, para la condiciéon de Energia Fuerte se tiene que

H

— ArrA > 1. 12
T e (7.123)

Con (7.121) las inecuaciones (7.119), (7.120) y (7.122) se resumen en las siguientes dos

o = : (7.124)

v
|
|

a+p3 > 0. (7.125)
Por lo tanto, para que las funciones de la métrica (7.107) tengan sentido fisico se deben
satisfacer las desigualdades (7.124) y (7.125). De la ecuacién (7.106), se tiene que

1
N="tao -7, (7.126)

por lo tanto:
N>0. (7.127)

En resumen, este es el conjunto de restricciones sobre las funciones de la métrica o y
0 para que el espacio-tiempo admita un grupo de simetrias conformes considerando que
el fluido, con un potencial gravitacional constante en la superficie, esté descrito por una
ecuaciéon de estado no local.

Como un comentario final, se puede notar que si el material es del tipo fluido perfecto,
P = P, , entonces de las ecuaciones (7.112) y (7.113) resulta que

2r 2
=% 4 poo. 12
o —f3 - = <0 (7.128)

7.3.2. Acoplamiento y evolucion de la superficie

Luego de estudiar las condiciones de energia se quiere investigar ahora cudles son las
consecuencias que surgen sobre las condiciones de acoplamiento para la familia de métricas
(7.107):

ds® = r? [4e* ) (C2at* — dr®) — dQ7] .

Segun las condiciones de acoplamiento (2.82) - (2.83), para el elemento métrico anterior

se obtiene )

4Crg2 -

2(as+PBs) (7129)

(&
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De la igualdad de la segunda forma fundamental (2.95) y a partir de las ecuaciones (7.112)
y (7.114), evaluadas en la superfice, resulta

1-3C

rs(t) = — . (7.130)
Al igualar las expresiones (7.129) y (7.130) se obtiene
o) — B+ dy + B, = K el ) (7.131)
donde K es una constante definida de la manera siguiente:
1-3C
K= : (7.132)
VC
La ecuacion (7.131) puede escribirse en funcién de las variables u y v:
Oo o0
s 4 Dsl i 4 0] = K elos+B.09) 1
{au—l—av}[ + (] e (7.133)

La ecuacién (7.133) puede resolverse para la funcién « si consideramos a [ constante
(8 = (), resultando

(7.134)

ay(u) = —Cy — In {M} .

—1-C

De (7.129) y substituyendo las funciones « y /3, se obtiene que el radio de la distribucién
viene dado por las siguientes dos soluciones

(3C — 1)(Ct + C)

) = 1
() o (7.135)
_ . (B3C=1)(Ct+Cy)
donde C} y Cy son constantes de integracion.
Consideremos las soluciones anteriores separadamente. Para r} se tiene que:
1-C+2C*>0 v Ce(0,1), (7.137)

resultando que la configuracion se expande si C € (0 , %) y colapsa si C € (% , 1). Adi-
cionalmente, ya que r= > 0 Vt € (0,00), existirdn varios valores para las posibles con-
figuraciones iniciales (My y r%) que deberdn ser excluidos. Para el caso de r} los valores

permitidos para C son:
C € (O, —> = Expansién (7.138)

1
Cc € (—, 1) = Contraccién (7.139)
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Para el segundo caso, r_, los valores permitidos se pueden expresar como

C € (0 , i (\/ﬁ— 5)) U <% : 1) = Expansién (7.140)

1 1

C ¢ (Z_l (\/ﬁ— 5) , §> = Contraccién (7.141)

Si denominamos C5" y C5 a la constante Cy para cada uno de los casos r} y 77, es facil
verificar que para el tiempo inicial ¢t = 0 resultan ser:

ri (1 —C+2C?%)

+
;i oa0 (7.142)
_ ro (1 —5C —2C?)
= 14

donde 7, y 7 son los valores iniciales de 7} (t) y r; (), respectivamente.

Es claro que para un conjunto de valores iniciales de la masa M y del radio r%, es decir,
para el potencial gravitacional en la superficie constante C' = 1 — 2M,/ r;% la evolucién del
borde de la configuracion material quedara completamente determinada.

7.4. Discusion

La construccién de modelos para sistemas auto-gravitantes en proceso de colapso puede
llegar a convertirse en un problema de dificil tratamiento, debido a la complejidad que resulta
cuando se quieren integrar las ecuaciones de Einstein. Por lo general, la evolucion de objetos
compactos se puede seguir a través de la elavoracién de modelos matematicos numéricos que
utilizan técnicas computacionales complejas. Sin embargo, a partir de considerar algunos
argumentos heuristicos razonables, que permitan simplificar las ecuaciones de movimiento,
es posible resolver analiticamente las ecuaciones de Einstein y generar modelos de colapso
gravitacional.

Una descripcion realista del colapso de una estrella de neutrones debe quedar fundamen-
tada por una ecuacion de estado, que contenga toda la informacion posible de los mecanismos
que ocurren dentro de la materia nuclear: debe contemplar los diferentes procesos que in-
volucren la emision de radiacion de energia presente en el interior de la materia, asi como
también la opacidad del medio a la radiacion electromagnética a través de alguna ecuacion de
transporte. La posible aparicién de materia extrana, los cambios de fase en la materia debido
a las variaciones en la poblacién de sus particulas constituyentes y los esfuerzos tangenciales
del fluido, hacen que el problema de la construcciéon de modelos para seguir la evolucion del
colapso gravitacional de objetos compactos se halle lejos de resolverse.

La intencion de este capitulo ha sido la de explorar las consecuencias sobre la hidrodinami-
ca descrita en las ecuaciones de Einstein cuando se introduce una EENL. El tratamiento al
problema ha sido primeramente analitico y luego semi-numérico.

Se construyeron dos modelos de colapso analitico tomando como punto de partida dos
soluciones estaticas de las ecuaciones de Einstein. El primer modelo fue construido a partir
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de una solucién de la familia Tolman VII propuesta por M. K. Gokhroo y A. L. Mehra
[66]. El segundo estd inspirado en la solucién para fluido perfecto de Finch y Skea [69]. Los
modelos tienen masas iniciales diferentes pero radian la misma cantidad de masa durante el
proceso de colapso: 0,01 masas solares; y se corresponden con objetos cuyos radios iniciales
son de 10,0 Km con el potencial en la superficie constante.

Inicialmente el sistema es considerado en equilibrio, el proceso de colapso comienza cuan-
do se introduce una perturbaciéon en el sistema a través de un pulso de radiaciéon, como
condicién de contorno. Este pulso es la simulaciéon a la variaciéon de la luminosidad de la
estrella debido a que se induce una pérdida de masa, es decir, el sistema se convierte en una
fuente que radia energia durante todo el colapso.

En la Figura 7.1 se puede apreciar la evolucién de la superficie a medida que transcurre
la coordenada temporal, ambos modelos llegan a una situacién final de equilibrio. Los radios
alcanzados, una vez concluido el colapso, son de aproximadamente 9,923 Km para el modelo
(F-S) v 9,938 Km para el (G-M). El modelo (G-M), aparentemente, representa un fluido
mas incompresible que el fluido (F-S). La Figura 7.2 muestra cémo aumentan las densidades
centrales a medida que el radio de la estrella se contrae, mientras que en la Figura 7.3 se
representan las velocidades de las superficies para los dos modelos. El incremento de la den-
sidad central hace que se produzca un aumento importante en la interacciéon de la radiacién
con la materia, la gran cantidad de neutrinos generados durante el colapso ocasionan que
una buena cantidad de energia térmica sea transportada desde las zonas mas interiores de
la estrella a las regiones mas exteriores. Este flujo de radiacion “enfria” la materia produ-
ciendo un efecto de termalizacién en el sistema, llevando a la estrella a un nuevo estado de
equilibrio.

Un conjunto completo de perfiles para las variables fisicas, para ambos modelos, se puede
apreciar en las figuras 7.4 y 7.5. Tanto el perfil de densidad como el de presién en las capas
mas internas de la estrella varian muy poco durante el proceso de contraccion. Los rangos
de densidad para estos modelos van desde una densidad central de aproximadamente 1,8 x
10" gr/cm® a una densidad en la superficie de aproximadamente 5,9 x 10" gr/cm®, y es de
esperarse que dentro de este rango de densidades ocurran los procesos mas importantes en el
interior de una estrella de neutrones: la absorcién de neutrinos por parte de los neutrones y las
colisiones de neutrinos con electrones. Se suele llamar a este régimen de interacciéon materia-
radiacion como régimen difusivo. Para un estudio detallado de la contribucién de cada uno
de los procesos que tienen que ver con el transporte de los neutrinos puede consultarse en el
trabajo realizado por Bruenn [125], las diferentes herramientas para abordar una descripcién
detallada de los procesos de emisién y captura de neutrinos estan mas alld de los propdsitos
de este trabajo.

Una caracteristica bastante notable es el hecho de que las capas exteriores se mueven a una
velocidad mucho mayor que las interiores y que existen regiones dentro de la distribucion
donde el colapso es aproximadamente homélogo, es decir, del tipo donde la velocidad del
material es proporcional al radio. Esta situacién de colapso homologo es tal vez mas notable
en el (G-M).

La presencia de un campo de radiacion que se propaga por el medio puede ser observado
en (c) de las figuras 7.4 y 7.5. Existen zonas en el interior con un mayor flujo de energia
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y se puede notar que el modelo (G-M) muestra un flujo de radiacién mucho mayor que el
de (F-S), aproximadamente un 60 % més. Estas zonas con una densidad de flujo de energia
maximo se presentan en las regiones més interiores para el caso (F-S). Resulta entonces que
las capas externas, que se mueven a mayor velocidad, no necesariamente son las capas donde
se produce un mayor flujo de radiacion.

En cuanto a los modelos construidos utilizando el algoritmo semi-numérico HJR, se tiene
que en la Figura 7.6 se puede apreciar la evolucién de la superficie para el modelo de Gokhroo-
Mehra con una EENL (Caso 1, figura (a)) y con el potencial en la superficie constante (Caso
2, figura (b)). Se puede notar que ninguno de los dos modelos tiende a retomar el equilibrio
de manera asintética. Los diferentes perfiles de las variables fisicas (p, P, ¢, y w/c) para
tres tiempos de evolucion diferentes son mostrados en las figuras 7.7 y 7.8. La Figura 7.8
muestra el caso con C constante. Se puede apreciar que la densidad y presiéon tienden a
ser constantes cuando el potencial gravitacional es constante. En las figuras (c¢) para ambos
modelos se observa que existe un maximo en la densidad de flujo de energia en una zona
que se encuentra alrededor de » = 5,5 Km del centro de la distribucién. El modelo con C
constante radia mucho menos energia que el modelo sin esta restriccion.

Por otro lado, para los dos modelos presentado aqui, las capas que se encuentran en
la zona proxima a r = 9,2 Km se mueven a una velocidad mucho mayor que el resto de la
distribucién. Sin embargo, el modelo con C constante presenta velocidades de colapso menores
en comparacion al modelo completo, aproximadamente un 15 % menos. Ambos modelos se
apartan considerablemente del régimen de colapso homoélogo que aparece en los modelos
analiticos.

Es de esperarse que el modelo (G-M) y el Caso 2 del modelo semi-numérico presenten
algunas caracteristicas en comun, los dos modelos se corresponden a la misma ecuacién
de estado con el ingrediente adicional de que el potencial gravitacional en la superficie es
constante. El hecho de que la descripcion del colapso se desarrolla utilizando dos sistemas de
coordenadas diferentes, el (G-M) en coordenadas de Schwarzschild y el modelo semi-numérico
en coordenadas nulas tipo Bondi, implica la posibilidad de poder determinar algunos efectos
que tienen que ver directamente con el hecho del cambio de coordenadas, uno de estos efectos
es que el colapso en (G-M) tiende a estabilizarse, algo que no ocurre en el Caso 2 del modelo
HJR. En cuanto a los rasgos en comin se puede apreciar en las figuras 7.4 y 7.8 la presencia
de zonas en el interior donde la densidad de flujo de energia y la velocidad del material son
maximas. En ambos modelos los perfiles de densidad de energia y presién practicamente no
cambian durante el colapso.

Los dos esquemas presentados aqui parecen equivalentes en el sentido de que ambos parten
de la idea de “dinamizar”, por argumentos heuristicos, una solucion estatica conocida de las
ecuaciones de Einstein. En el caso del método HJR, la soluciéon “semilla” se utiliza como
funcion fuente para definir dos funciones auxiliares: la densidad efectiva p y la presion efectiva
P. Las variables efectivas coinciden con la densidad de energfa y la presién radial en el limite
estatico. Esta suposicion se puede respaldar en términos de los tiempos caracteristicos para
los diferentes procesos involucrados durante el colapso gravitacional de objetos compactos
6], [67], [126].

Este par de definiciones son tal vez el punto mas critico del método HJR, pero permiten,
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por un lado, la posibilidad de obtener mediante un proceso de integracion algebraica las
dos funciones métricas, y por el otro lado, conducen a la posibilidad de construir, sobre la
superficie, un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden que debe ser in-
tegrado numéricamente, bajo un conjunto de condiciones iniciales y de frontera. Sin embargo,
todas estas consideraciones no permiten cerrar completamente el sistema representado por
las ecuaciones de campo, y resulta necesario introducir una consideracién adicional, que va
a depender de la configuracién estatica, pero que en todo caso se reduce a dar una expresién
para la cantidad P, — P, o imponer el colapso homologo: w o< r.

Una vez que se define la forma que va a tener la funcién densidad de energia, a partir de la
solucion estatica, la imposicién de la ecuacion de estado no local conduce a cerrar el conjunto
de ecuaciones para seguir la evolucién del sistema. Ademas, la dindmica del colapso viene
estipulada en funcion de la coordenada temporal de Schwarzschild, lo cual puede resultar
mas interesante para los astrofisicos, y no en funcién del tiempo retardado de Bondi. No
son muchas las soluciones analiticas de las ecuaciones de Einstein que describan procesos de
colapso gravitacional con radiacién, y como la inica métrica, con simetria esférica, que tiene
asociado un tensor de energia-impulso para radiacion pura es la de Vaydia, existe la tendencia
a desarrollar los esquemas de colapso gravitacional siempre en funciéon de las coordenadas
de radiacion, con muy pocas conversiones a las coordenadas de Schwarzschild. Sin embargo,
una conversion del método HJR a las coordenadas de Schwarzschild puede verse en [127].

Para finalizar, se considerd la posibilidad de encontrar una familia de métricas que acepten
un campo vectorial de Killing conforme. La condiciéon de no localidad impuesta sobre los
elementos métricos permitié que fuese posible integrar las ecuaciones de colineacién para
obtener estas familias de métricas. Las soluciones dinamicas, anisétropas y no locales que
admiten este tipo particular de colineacion se acoplan continuamente en la frontera con la
solucién exterior de Vaidya y satisfacen las condiciones de energia, pero no son regulares en
el centro. La no regularidad en el centro algunas veces puede ser solventada acoplando con
una solucién que represente un nicleo regular en el origen.
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Conclusiones

En este trabajo se demostro que es posible obtener modelos para configuraciones de ma-
teria extremadamente compacta que obedecen a ecuacién de estado no local. Estos modelos
analiticos, de fluido no perfecto y con simetria esférica, resultaron ser fisicamente acepta-
bles. La plausibilidad fisica de los modelos no locales considerados aqui, tanto para los casos
estaticos como dinamicos, fue evaluada llevando a cabo un estudio de las condiciones de
energia, algunas condiciones de aceptabilidad fisica y la posibilidad de acoplar de manera
continua las soluciones obtenidas con las soluciones exteriores correspondientes.

La suposicion principal de que la materia viene descrita por la siguiente ecuacion de
estado

2 (7 p+2qw + Puw?
Pit,ry=p—= [ 7 dr,

se traduce en una ecuacién de ligadura para las dos funciones libres que aparecen en el
elemento métrico

v(t,r) = A(t7) + (D),

donde £(t) es una funcién relacionada, via las ecuaciones de acoplamiento, al potencial
gravitacional en la superficie
2M(t)

R(t)

La funcién masa para los modelos no locales queda automaticamente determinada por

e"=1-—

m(t,r) =2mr*(p — P).

Por otro lado, los modelos no locales tienen la caracteristica importante de ser regulares en
el centro de simetria, donde se cumple la siguiente relacién entre la densida central p. y la
presion radial central P..

pe=3P,..

A continuacién consideraremos los siguientes puntos con el fin de hacer un resumen
general de las conclusiones mas importantes de este trabajo

1. Se ha propuesto un método para generar soluciones estaticas no locales, anisétropas,
regulares en el centro a partir de tomar soluciones conocidas de las ecuaciones de
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Einstein. Se consideraron 5 ejemplos para estudiar la factibilidad del método propuesto
ajustando el conjunto de pardmetros libres para representar objetos compactos de 10
Km. También fueron consideradas estrellas exéticas debido a la presencia de campos
magnéticos intensos (magnetoestrellas), en este caso la ecuacién de estado no es regular
en el centro y por lo tanto no resulta ser viable para describir el nicleo de la estrella.

Cuando se introduce una nueva condicién, en este caso la del tensor de Weyl igual a
cero, el sistema de ecuaciones de campo queda completamente determinado. La solucion
estatica asi obtenida se corresponde a un objeto de 10 Km de radio y de masa total de
2, 68 masas solares y se puede considerar como una estrella compacta con una densidad
central de 2,14 x 10 grem=3.

La teoria lagrangeana de campos nos provee de una herramienta para generar ecua-
ciones de estado para materia nuclear fisicamente aceptables. Los modelos obtenidos
utilizando este enfoque toman en cuenta los constituyentes esenciales de la materia,
considera los campos de interaccion entre particulas elementales y tiene el ingredien-
te adicional de ser una teoria relativista. En esta teoria las ecuaciones de estado no
se obtienen resolviendo la ecuacién de equilibrio hidrostético (ecuaciones TOV) sino
resolviendo numéricamente un conjunto muy complejo de ecuaciones acopladas para
potenciales quimicos, momentos de Fermi, campos de mesones y un conjunto bastante
considerable de incégnitas que tienen que ver con los tipos de bariones pertenecientes
a la teoria.

En este trabajo se propuso un algoritmo para incorporar estas soluciones numéricas y
producir soluciones no locales analiticas, es decir, considerar la viabilidad de heredar
algunas caracteristicas de los modelos de la teoria de particulas. Para tal fin se tomaron
dos perfiles de densidad numéricas de la literatura y se extendié el método utilizado
anteriormente para obtener soluciones estaticas. El resultado de aplicar el algoritmo
resulto ser exitoso en el sentido de que se satisfacen las condiciones de energia y causa-
lidad abriendo la posibilidad de desarrollar un estudio posterior con mejores técnicas
numéricas y con ecuaciones de estado con una mejor resolucion en los datos.

Fue posible construir un método para obtener N familias de soluciones exactas de las
ecuaciones de Einstein: dada una familia infinita de funciones para la métrica v(r),
la condicién de fluido perfecto puede ser integrada para obtener una familia infinita
de funciones m(r). Esto es debido al hecho de que la condicién de fluido perfecto,
para el caso estatico y simetria esférica, resulta ser una ecuacion diferencial lineal de
primer orden para la funcién masa. La funcién v(r) debe ser monétona creciente con un
minimo regular en r = 0, para garantizar que las cantidades invariantes del tensor de
Riemann también sean regulares en el centro de simetria. Si adicionalmente se impone
una nueva condicién, como la condicién no local, entonces el sistema de ecuaciones de
campo queda completamente determinado, salvo algunas constantes que pueden ser
halladas posteriormente a partir de las condiciones de acoplamiento.

Por lo tanto, a partir del hecho de suministrar la forma de una de las funciones de
la métrica, es posible generar N soluciones para fluidos no perfectos que obedecen a
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una ecuacion de estado no local. Los diferentes valores de N determinan soluciones
no locales con caracteristicas completamente diferentes. Se estudié la viabilidad del
método propuesto considerando, en primer lugar, una funcién fuente inspirada en la
solucién estatica de Tolman IV. En segundo lugar, se estudiaron dos casos posibles
incorporando, adicionalmente, la condiciéon de que el tensor de Weyl sea cero. Los
parametros se ajustaron para que los diferentes modelos representen objetos compactos
de 10 Km de radio, todos los 9 modelos considerados aqui tienen masas limites menores
a 3,4 masas solares.

El punto critico del método se encuentra en la posibilidad de resolver analiticamente la
ecuacion algebraica que resulta de la condicién de borde P(R) = 0 para los diferentes
valores que pueda tomar el parametro N, pero en el peor de los casos una solucion
numérica siempre puede ser encontrada.

5. Para algunos tipos particulares de perturbaciones, la razén para las fluctuaciones de
anisotropia y densidad dA/dp se pueden interpretar y acotar en términos de la dife-
rencia de las velocidades del sonido 0A/dp ~ v2 — 02, Se tiene que las regiones
donde v? < v?| seran regiones potencialmente inestables, en caso contrario, si v? > vZ|
entonces no ocurriran fracturas y la region serd una regiéon potencialmente estable.
Esta interpretacion permite hacer una redefinicion del concepto de fractura al rela-
cionar la fractura con regiones de inestabilidad debido al comportamiento de alguna
de las variables fisicas dentro de la configuraciéon de materia, ya que la diferencia en
las velocidades del sonido claramente permite identificar las regiones que tienden a ser

inestables.

6. Con la ayuda de algunos argumentos heuristicos fisicamente aceptables fue posible
construir un par de modelos analiticos de colapso gravitacional para objetos compactos.
Para la construccién de éstos fue necesario suministrar una ecuacién de estado para
una mezcla de materia y radiacién: una ecuacion de estado no local tomando como
punto de partida una solucion estatica conocida de las ecuaciones de Einstein. En este
sentido, lo que se quiere decir es que se toma un perfil de densidad, conocido como
un “perfil de densidad semilla”, para luego introducir ad hoc la dependencia temporal
a través de un conjunto de funciones que seran determinadas via las ecuaciones de
acoplamiento. Los dos ejemplos considerados aqui conducen a situaciones de colapso
con el potencial gravitacional en la superficie constante.

Es posible establecer algunas comparaciones entre estos modelos analiticos con modelos
desarrollados utilizando una técnica diferente de célculo y en un sistema de coordena-
das diferentes a las de Schwarzschild, a pesar de que las configuraciones iniciales de los
parametros no son exactamente las mismas para ambos modelos. Utilizando la misma
“funcién semilla”, y el hecho de que el potencial gravitacional en la superficie se man-
tiene constante durante todo el colapso, se pudieron establecer algunas caracteristicas
que son independientes de las coordenadas como la aparicién de zonas en el interior de
la estrella donde existe un mayor flujo de energia.

7. Desde un punto de vista puramente matematico, la condicion de no localidad impuesta
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sobre el elemento métrico permite la posibilidad de integrar las ecuaciones de colinea-
cién para obtener familias de métricas que admiten un campo Vectorial de Killing
Conforme. Las soluciones dinamicas, anisétropas y no locales que admiten este tipo
particular de colineacién resultaron ser soluciones que no son regulares en el origen.

Una aplicacién reciente de la teoria no local expuesta en este trabajo puede verse en [35] y
[128]. Alli se construyen diferentes modelos para objetos exé6ticos denominados mini-agujeros
negros. El esquema de estudio para estos cuerpos se desarrolla dentro de lo que se conoce
como la geometria no conmutativa de la gravedad cuantica. La geometria no conmutativa
se basa en el hecho de la conmutacién de las coordenadas [z#, 2] = 0", la cual se asume
a tener una importancia relevante en los procesos fisicos que se desarrollan a la escala de
Plank.

En términos generales, suponer una ecuacion de estado no local para describir un me-
dio material altamente compacto, como son los objetos astrofisicos del tipo de estrellas de
neutrones, tiene como implicacion directa la posibilidad de reducir en buena medida el alto
grado de complejidad que representa el conjunto completo de las ecuaciones de campo de
la Relatividad General, sobre todo en el caso dependiente del tiempo. La hipdtesis original
de que el medio material responde a este tipo de ecuacién de estado es, por un lado, una
herramienta simplificadora para desarrollar la mayoria de los modelos desde un punto de
vista completamente analitico, sin la necesidad de recurrir a técnicas numéricas de calculo,
y por el otro, es una descripcion fisicamente aceptable e interesante para estudiar y seguir
la evolucion de objetos compactos auto-gravitantes aislados.



Apéndice A
Soluciones Estaticas Exactas

En este apéndice se muestra un conjunto completo de figuras que complementa la in-
formacion del Capitulo 4, sobre los diferentes ejemplos de soluciones exactas estaticas no
locales.
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Figura A.2: Presién tangencial contra 7: la so-

Figura A.1: Densidad de energfa contra r para lucién original de Stewart (azul) y la solucién no

el modelo Stewart. )
local (rojo).
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Figura A.3: Velocidad del sonido tangencial Figura A.4: Anisotropfa contra r: la solucién
contra r: la solucién original de Stewart (azul) original de Stewart (azul) y la solucién no local

y la solucién no local (rojo). (rojo).
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Figura A.6: Condiciones de energia para el mo-
delo original de Stewart: (a) p + P + 2P, > 0,
(b) p+ P >20,(c) p=P,(d) p+PL >0, (e)
p=Pr.

Figura A.5: Condiciones de energfa para el mo-
delo no local: (a) p+P+2P; >0, (b) p+P >0,
(c)p=>P,(d) p+PL>0,(e) p>Py.



121

Ejemplo 2
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Figura A.8: Presién tangencial contra r: la so-

Figura A.7: Densidad de energia contra r para lucién original de Gokhroo&Mehra (azul) y la

el modelo Gokhroo&Mehra. Ejemplo 2. . .
solucién no local (rojo).

vife Py - P (x10* din ecm=?)
No Local Gokroo&Mehra | |

No Local

Gokhroo&Mehra

05 4

-05 -

=

-l -

Figura A.9: Velocidad del sonido tangencial Figura A.10: Anisotropia contra 7: la solucién
contra r: la solucién original de Gokhroo&Mehra — original de Gokhroo&Mehra (verde) y la solu-
(azul) y la solucién no local (rojo). cién no local (rojo).
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Figura A.11: Condiciones de energia para el Figura A.12: Condiciones de energia para el
modelo no local: (a) p+ P + 2P, > 0, (b) modelo original de Gokhroo&Mehra: (a) p +
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Figura A.13: Densidad de energfa contra r para Figura A.14: Presién tangencial contra r para
el modelo Finch&Skea. Ejemplo 3. la solucién no local tipo Finch&Skea.
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Figura A.15: Velocidad del sonido tangen-
cial contra r para la solucién no local tipo
Finch&Skea.

Figura A.16: Anisotropia contra r para la solu-
cién no local tipo Finch&Skea.

| @]

(a) ®) © (d)

2014

0.012 4

0.010

0,008

0.006

0.004

0.0 02 04 /R, 06 08 Lo

Figura A.17: Condiciones de energia para el
modelo no local: (a) p + P + 2P, > 0, (b)
p+P >0, (c)p=>P (d)p+PL >0 ()
p=Pr.
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Ejemplo 4
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Figura A.18: Densidad de energfa contra r para Figura A.19: Presién tangencial contra r para

el modelo Durgapal (n=1). Ejemplo 4. la solucién no local tipo Durgapal (n=1).
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Figura A.20: Velocidad del sonido tangencial
contra r para la soluciéon no local tipo Durgapal
(n=1).

Figura A.21: Anisotropia contra r para la solu-
cién no local tipo Durgapal (n=1).
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Figura A.22: Condiciones de energia para el
modelo no local: (a) p + P + 2P, > 0, (b)
p+P >0, (c)p=P (d)p+PL >0 ()
p=Pi.

Ejemplo 5

p (x10" g cm—3) Py (x10M din em™?)
2 57
1§ -
s 4
16
4 -
14
12 3
L4
5
08
e 4 01
T T T T 1
0.0 0.2 04 06 08 1.0 T T T T 1
r/Ry 2.0 02 04 r/Ry 2.6 08 Lo

Figura A.23: Densidad de energfa contra r para Figura A.24: Presién tangencial contra r para
el modelo Durgapal (n=2). Ejemplo 5. la solucién no local tipo Durgapal (n=2).
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Figura A.25: Velocidad del sonido tangencial
contra r para la soluciéon no local tipo Durgapal
(n=2).

Figura A.26: Anisotropia contra r para la solu-
cién no local tipo Durgapal (n=2).
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Figura A.27: Condiciones de energia para el
modelo no local: (a) p+ P + 2P, > 0, (b)
p+P =20, (c)p =P (d)p+tPL =0 (e
p=Pr.



Apéndice B

Soluciones Estaticas Numéricas

Ecuacién de estado: Caso 1 de [57]

127

n | px10% | P x10% n | px10%| P x10%
fm ™ | grem ™ | dinasem™2 || fm ™ | grem™? | dinascm ™2
1.08 | 2.3529 5.6382 0.66 | 1.2859 2.1251
1.06 | 2.2979 5.4459 0.64 | 1.2400 1.9915
1.04 | 2.2433 5.2575 0.62 | 1.1945 1.8630
1.02 | 2.1891 5.0725 0.60 | 1.1495 1.7396
1.00 | 2.1353 4.8907 0.58 | 1.1050 1.6212
0.98 | 2.0819 4.7120 0.56 | 1.0609 1.5076
0.96 | 2.0289 4.5353 0.54 | 1.0172 1.3989
0.94 | 1.9763 4.3594 0.52 | 0.97399 1.2948
0.92 | 1.9241 4.1855 0.50 | 0.93118 1.1952
0.90 | 1.8724 4.0135 0.48 | 0.88882 1.0998
0.88 | 1.8211 3.8384 0.46 | 0.84689 1.0082
0.86 | 1.7702 3.6644 0.44 | 0.80541 | 0.91960
0.84 | 1.7197 3.4950 0.42 | 0.76439 | 0.82933
0.80 | 1.6202 3.1683 0.40 | 0.72383 | 0.73893
0.78 | 1.5711 3.0111 0.38 | 0.68379 | 0.64505
0.76 | 1.5224 2.8572 0.36 | 0.64429 | 0.55793
0.74 | 1.4742 2.7065 0.34 | 0.60531 | 0.47866
0.72 | 1.4264 2.5570 0.32 | 0.56682 | 0.40714
0,70 | 1.3791 2.4078 0.30 | 0.52879 | 0.34314
0.68 | 1.3323 2.2638 0.28 | 0.49122 | 0.28650

Tabla 1
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Ecuacién de estado: Caso 2 de [57]

n | px10% | P x10% n | px10% | P x10%
fm grem ™ | dinasem ™2 || fm ™ | grem ™3 | dinascm™
1.08 | 2.3529 5.6382 0.66 | 1.2859 2.1251
1.06 | 2.2979 5.4459 0.64 | 1.2400 1.9915
1.04 | 2.2433 5.2575 0.62 | 1.1945 1.8630
1.02 | 2.1891 5.0725 0.60 | 1.1495 1.7396
1.00 | 2.1353 4.8907 0.58 | 1.1050 1.6212
0.98 | 2.0819 4.7120 0.56 | 1.0609 1.5076
0.96 | 2.0289 4.5353 0.54 | 1.0172 1.3989
0.94 | 1.9763 4.3594 0.52 | 0.97399 1.2948
0.92 | 1.9241 4.1855 0.50 | 0.93118 1.1952
0.90 | 1.8724 4.0135 0.48 | 0.88882 1.0998
0.88 | 1.8211 3.8384 0.46 | 0.84689 1.0082
0.86 | 1.7702 3.6644 0.44 | 0.80541 | 0.91960
0.84 | 1.7197 3.4950 0.42 | 0.76439 | 0.82933
0.80 | 1.6202 3.1683 0.40 | 0.72383 | 0.73893
0.78 | 1.5711 3.0111 0.38 | 0.68379 | 0.64505
0.76 | 1.5224 2.8572 0.36 | 0.64429 | 0.55793
0.74 | 1.4742 2.7065 0.34 | 0.60531 | 0.47866
0.72 | 1.4264 2.5570 0.32 | 0.56682 | 0.40714
0,70 | 1.3791 2.4078 0.30 | 0.52879 | 0.34314
0.68 | 1.3323 2.2638 0.28 | 0.49122 | 0.28650

Tabla 2

2
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